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Ciências 
Um modelo matemático para a investigação dos caminhos de 
equilibrio de uma casca cilindrica enrijecida longitudinalmente, 
submetida a compressão axial, ê aqui apresentado. 
A formulação proposta, estabelecida para modelos perfei-
tos, e restrita ã análise de um trecho genêrico painel-enrijec~ 
dor desse tipo de casca. O modelo matemático ê gerado a partir 
da solução geral das equações diferenciais não-lineares de equ~ 
librio dinâmico de uma casca cilindrica isotrÕpica. A modela-
gem leva em conta, de forma consistente, os acoplamentos entre 
modos de deslocamento na resposta não-linear dessas estruturas. 
Os enrijecedores são considerados elementos discretos, esbeltos 
e bastante espaçados, tendo sua rigidez torsional incluida na 
análise do problema. 
Permite-se, assim, o estudo da estabilidade local dos 
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painêis cilindricos enrijecidos e a possibilidade de avaliação 
da interação entre modos de flambagem locais e globais de deslo 
camento. 
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A MATHEMATICAL MODEL FOR ELASTIC STABILITY 
OF STRINGER STIFFENED CYLINDRICAL SHELLS 
Câtia Câmara Bandeira de Figueiredo 
June, 1988 
Chairman: Ronaldo Carvalho Batista 
Department: Civil Engineering 
A mathematical model to investiga te non-1 inear 
branching equilibrium paths of stringer stiffened cylindrical 
shells under axial compression is presented. 
This model is based on a general displacements solution 
of the dynamic non-linear differential equilibrium equations 
for an isotropic thin cylindrical shell. The stiffeners are 
assumed to be widely spaced discret slender elements and 
their torsional stiffness are taken into account. 
The modelling considers, in a consistent way, the 
coupling between all essential displacement modes - from shell 
and stiffeners - that occur during the non-linear response 
of these structures. 
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ln other words, this mathematical mod~ allows the 
elastic stability analysis of stiffened cylindrical panels 
considering the interaction between local and overall criticai 
(or buckling) modes. 




I.2. Objetivos e Procedimentos da Tese 
CAPITULO II - MODELO ESTRUTURAL E HIPÕTESES BÃSICAS PARA 
A ANALISE DA ESTABILIDADE 





II.2. Parâmetros Geométricos - Sistemas de Referencia 9 
II.3. Condições de Simetria e Compatibilidade de Deslo-
camentos 
II.4. Condições de Contorno do Modelo Estrutural 
CAPITULO III - ESTABELECIMENTO DO CAMPO DE DESLOCAMENTOS 
PARA O MODELO ADOTADO 




Casca (ou Painel) Cilindrica 17 
III.2. Modos Criticos e Secundârios para o Painel Cilin. 
I I I . 3 . 
I I I . 4 . 
drico 
Modos Criticos e Secundârios para o Enrijecedor 






CAPITULO IV - MONTAGEM DO FUNCIONAL DE ENERGIA POTENCIAL 
TOTAL NA FORMA INCREMENTAL 
IV.1. Energia Potencial Total do Sistema Painel-Enrije-
cedor 
IV.1.1. Energias de deformação elistica 





IV.1.3. Expressões das energias potenciais totais 50 
IV.2. Normalização dos Funcionais de Energia Potencial 
Total 51 
IV.3. Expressão dos Funcionais de Energia na Forma In-
cremental 
IV.3.1. Energia potencial na forma incremental para o 
painel cilindrico 
IV.3.2. Energia potencial na forma incremental para o 
enrijecedor 
CAP1TULO V - FUNCIONAIS DE ENERGIA POTENCIAL TOTAL 
EQUAÇÕES NAO-LINEARES DE EQUILIBRIO 
E 
V.1. Critérios de Energia para Estabilidade e Principio 
de Estacionariedade 






tal do Painel Cil indrico 75 
V.3. Discretização do Funcional de Energia Potencial To 
tal do Enrijecedor 89 
V.4. Estabelecimento do Sistema de Equações Não-Linea-
res de Equilibrio 
CAPITULO VI - AVALIAÇAO DO DESENVOLVIMENTO ANALITICO 





VI.2. Justificativas de Hip6teses Mecinicas sob o Ponto 
de Vista Maternãtico 
VI.3. Anilise Qualitativa do Acoplamento Modal 
CAPITULO VII - COMENTÃRIOS FINAIS 
REFERENCIAS BIBLIOGRÃFICAS 
APÊNDICE A - TABELAS DE INTEGRAÇOES DAS FUNÇOES CONSTAN-






APÊNDICE B - IMPLEMENTAÇAO NUMtRICA 











- semi-profundidade do enrijecedor 
13-(1-v 2 ) - constante relacionada ao coeficiente de Poisson 
E h 3 p - constante de rigidez a f1 exã o do pai n e 1 cilín-
12(1-v 2 ) 
drico 
- mõdulo de Young 
excentricidade do enrijecedor em relação ao painel ci-
líndrico 
f~ - funções definidas no texto - eqs. (V.12) 
1 
f~ - funções definidas no texto - eqs. (V.17) 
hp - espessura do painel cilíndrico 




(1-v 2 ) 
- constante de rigidez extensional do painel cilín 
drico 
comprimento da casca cilíndrica enrijecida ou compri-
mento dos enrijecedores 
l = L/R - comprimento adimensional da casca cilíndrica enrijeci 
X i i i 
da ou comprimento adimensional dos enrijecedores 
Mx,M 8 ,Mxe - componentes de momento do painel cilindrico 
Ms,M 8 ,Ms 8 - componente de momento do painel cilindrico, segundo 
o referencial adimensional 
F F F Ms,M 8 ,Ms 8 - componentes fundamentais de momento do painel cilin 
drico 
M~,M 8,M~ 8 - componentes lineares de momento do painel cilindrico 
M
2
,Mx,Mzx - componentes de momento do enrijecedor 
Mç,Ms,Mçs - componentes de momento do enrijecedor, segundo ore 
ferencial adimensional 
F F F Mç,Ms,MÇs - componentes fundamentais de momento do enrijecedor 
Mi,Mi,Mis - componentes lineares de momento do enrijecedor 
N = 2p - numero de paineis cilindricos ou numero de enrijecedo-
res 
NP - cr hp - resultante das tensões externas de compressao ao 
longo de um bordo extremo de um painel cilindrico 
Ns = - o hs - resultante das tensões externas de compressão ao 
longo de um bordo extremo de um enrijecedor 
Nx,N 8 ,Nxe - esforços internos de membrana no painel cilindrico 
Ns,N 8 ,Ns 8 - esforços internos de membrana no painel cilindrico, 
segundo o referencial adimensional 
F F F Ns,N 8 ,NsB - componentes fundamentais dos esforços internos de 
membrana do painel cilindrico 
xiv 
Ni,N~,Nie - componentes lineares dos esforços internos de 
brana do painel cilíndrico 
mem-
N~,N 8,N~ 8 - componentes quadrãticas dos esforços internos de 
membrana do painel cilíndrico 
Nz,Nx,Nzx - esforços internos de membrana do enrijecedor 
Nç,Ns,Nss - esforços internos de membrana do enrijecedor, segu~ 
do o referencial adimensional 
F F F 
Nç,Ns,Nss - componentes fundamentais dos esforços internos de 
membrana do enrijecedor 
N~,Ni,N~t - componentes lineares dos esforços internos de mem-
brana do enrijecedor 
N~,N~,N~s - componentes quadrãticas dos esforços internos de 
membrana do enrijecedor 
n - numero de semi-ondas:longitudinais 
P - força externa de compressao 
p - numero de ondas completas na direção circunferencial 
n 11 
q parâmetro relacionado aos modos longttudinais 
R - raio da superfície mêdia da casca cilíndrica 
up;us - energias de deformação elãstica internas do painel ci-
líndrico e do enrijecedor, respectivamente 
upm componente de membrana da energia elãstica do painel 
upf - componente de flexão da energia elãstica do painel ci-
líndrico 
XV 
u ,U ,U - componentes quadrãticas, cúbicas e quãrticas da m2 m, m, 
energia de membrana de painel cil1ndrico 
Usm - componente de membrana da energia elãstica do enrije-
cedor 
Usf - componente de flexão da energia elãstica do enrijece-
dor 
B - energia de deformação elástica interna do sistema pai-
U • u -p'-s 
nel-enrijecedor 
- campos de deslocamentos do painel cil1ndrico (Up;VP;WJ 
e do enrijecedor (Us ;Vs ;Ws), respectivamente, segundo 
. -+ + + 
o referencial x y z 
Up;Us - componentes de deslocamentos do painel cil1ndrico e 
do enrijecedor, respectivamente, na direção do eixo x 
u ;u - campos adimensionais de deslocamentos do painel cil1n--P -s 
drico (up;vp,wp) e do enrijecedor (us;vs;ws), respectj_ 
vamente; campos de deslocamentos incre1aentais do pai-
nel cil1ndrico 
I I I I 
1!.s (us ;vs ;ws)' 
I I I I 
1!.p (up;vp;wp) 
respectivamente 
e do enrijecedor 
- campos fundamentais de deslocamentos do painel cil1n-
drico (u:;v:;w:) e do enrijecedor (u:;v:;w~), respectj_ 
vamente 




campo incremental u1 do sistema painel-e~rijecedor; ve 
tordas amplitudes de flambagem 1:1.(~1i) - e~. (V.22) 
- componente adimensional do deslocamentc do ;:;a inel 
xvi 
cilTndrico na direção do eixo E; componente ui do des-
locamento incremental do painel cilTndrico na direção 
do eixo E 
- componente adimensional do deslocamento do enrijec! 
dor na direção do eixo E; componente u! do deslocamen-
to incremental do enrijecedor na direção do eixo E 
F F up;us - componentes dos deslocamentos fundamentais do painel 
cilTndrico e do enrijecedor, respectivamente, na dire-
ção do eixo E 
amplitude dos modos de deslocamento na direção do eixo 
Vp;Vs - energias potencial total do painel cilTndrico e do en-
rijecedor, respectivamente 
V - energia potencial total do sistema painel-enrijecedor 
VF ;V ;V ;V ;V - componentes fundamental, linear, quadrãtica, p p1 p2 p3 p, 
cúbica e quãrtica da energia potencial total do painel 
cilTndrico, respectivamente 
F 
Vs ;Vs 1 ;Vs 2 ;Vs 3 ;Vs, - componentes fundamental, linear, quadrãtica, 
cúbica e quãrtica da energia potencial total do enri-
Jecedor, respectivamente 
F V ;V 1 ;V2;V3;V, - componentes fundamental, .linear, quadrãtica, 
cúbica e quãrtica da energia potencial total do siste-
ma painel-enrijecedor, respectivamente 





- componentes da enegia potencial de membrana do pai-
X Vi i 




- variações das energias potencial total do painel 






;V ) , respectivamente 
l 52 3 54 
variação da energia potencial total do sistema paine-
F enrijecedor (V ;V1;V2;V3;V4) 
Vp;Vs - componentes de deslocamentos do painel cilíndrico e 
do enrijecedor, respectivamente, na direção do eixo y 
V 
vp =---:- - componente adimensional do deslocamento do painel 
1 
vp 
V . s 
R 
cilíndrico na direção circunferencial; componente 
do deslocamento incremental do painel cilíndrico na 
direção circunferencial 
- componente adimensional do deslocamento do enrijec~ 
1 dor na direção circunferencial; componente vs do deslo 
camento incremental do enrijecedor na direção circunfe 
rencial 
v:;v: - componentes dos deslocamentos fundamentais do painel 
V • 
1 
cilíndrico e do enrijecedor, respectivamente, na dire-
ção circunferencial 




- componentes de deslocamentos do painel cilíndrico e do 




= ~-P- - componente adimensional do deslocamento do pai n e 1 
R 1 cilíndrico na direção do eixo s; componente wp do des-
w 
X Vi i i 
locamento incremental do painel cilíndrico na direção 
do eixo ç 
ws ; ~-s- - componente adimensional do deslocamento do enrijec! 
R 1 
dor na direção do eixo ç; componente ws do deslocamen-
to incremental do enrijecedor na direção do eixo ç 
F F w ·w - componentes dos deslocamentos fundamentais do 
p ' s 
pai n e 1 
cilíndrico e do enrijecedor, respectivamente, na dire-
çao ç 
wi - amplitude dos modos de deslocamento na direção do eixo 
ç 
X,x - coordenada axial 
Y,y - coordenada circunferencial 
Z,z - coordenada radial 





- numero real 
h2 
1 2 R 
2 
- constante adimensional 
c 
- parâmetro relacionado ao numero de ondas longitudinais 
- eq. ( 111. 9a) 
parâmetro relacionado ao numero de ondas circunferen-
ciais - eq. (111.9b) 
y; - semi-profundidade adimensional do enrijecedor 
R 
o( ) - operador variacional 
e 




E ,E 8 ,E e - componentes de deformação especTfica da X X . 
superfTcie 
mêdia do painel cilTndrico 
Es,Ee,Ese - componentes de deformação especTfica da superfTcie 
mêdia do painel cilTndrico, segundo o referencial adi-
. l t. t· II I. d mens, ona ; componen es incremen a, s Es, Ee e Ese ae e 
formação da superfTcie mêdia do painel cilTndrico 
F F F Es' E: 8 , Ese - componentes fundamentais de deformação da superfl 
cie mêdia do painel cilTndrico 
Ei ,E6,Eie - componentes lineares de deformação da 
mêdia de painel cilTndrico 
superfTcie 
Ei,Ee,E~e - componentes quadráticas de deformação da superfT-
cie mêdia do painel cilíndrico 
E2 ,Ex,Ezx - componentes de deformação especTfica da superfTcie 
mêdia do enrijecedor 
Es,Es,Ess - componentes de deformação especTfica da superfTcie 
mêdia do enrijecedor, segundo o referencial adimensio-
1 I I 
nal; componentes incrementais Eç' Ei;' Eçi; de deforma-
çao da superfTcie mêdia do enrijecedor 
F F F Eç,Ei;,Eçi; - componentes fundamentais de deformação da superfT-
cie mêdia do enrijecedor 
Eç,Ei,Eçi; - componentes lineares de deformação da superfTcie me 
dia do enrijecedor 
Eç,E~,Eçi; - componentes quadráticas de deformação da superfTcie 
mêdia do enrijecedor 
XX 
rr 
e 0 = ~- - semi-ângulo entre enrijecedores 
N 
y 
e = - coordenada circunferencial adimensional 
R 
z 





- razao entre a espessura do enrijecedor e a do pai-
nel cil1ndrico 
o 
À = (1-v 2 ) - parâmetro adimensional de carga 
E 
2 1/2 ~ -Àcr= 2[a(1-v )] - parâmetro de carga critica classica 
v - coeficiente de Poisson 
X 
- coordenada axial adimensional 
R 
o - tensão cr,tica clãssica cr 
o - tensão externa axial 
Xx,Xe,Xxe - componentes da mudança de curvatura da 
media do painel cil1ndrico 
x,,x 8 ,x,8 - componentes da mudança de curvatura da 
superf1cie 
superf,cie 
media do painel cil1ndrico, segundo o referencial adi-
mensional 
x~,x;,x~e - componentes fundamentais da mudança de curvatura da 
superf,cie media do painel cil1ndrico 
' ' ' t x,,x8 ,x,e - componen es 
perf,cie media 
lineares da mudança de curvatura da su-
do painel cil1ndrico 
Xz•Xx•Xzx - componentes da mudança de curvatura da 
media do enrijecedor 
superf,cie 
xxi 
Xç,X~,Xçr, - componentes da mudança de curvatura da superficie 
mêdia do enrijecedor, segundo o referencial adimensio-
nal 
x~,X~,X~r, - componentes fundamentais da mudança de curvatura da 
superficie mêdia do enrijecedor 
x~,Xi,X~r, - componentes lineares da mudança de curvatura da su-
perficie mêdia do enrijecedor 
ílp - potencial do carregamento externo do painel cilTndrico 
íls - potencial do carregamento externo do enrijecedor 
- potencial do carregamento externo do sistema painel-e~ 
rijecedor 
Simbolos 
( - ) - vetor 
'x - operaçao de derivação em X = a/ax 
'z - operaçao de derivação em z = a/ az 
'[, - operaçao de derivação em [, = a/ ar, 
, e - operaçao de derivação em e = a;ae 
'ç - operaçao de derivação em ç = a/aç 
Indices 
c - relativo a modo critico 
cr - quantidade crTtica 
XX i i 
f - relativo a f1 exão 
m - rela ti vo a membrana 
p - referente ao pai n e 1 ci11ndrico 
s - referente ao enrijecedor 
X ; i; - relativo a direção axial 
y;e - relativo a direção circunferencial 
z ; i; - relativo a direção radial 
O, 1 ,2 ,3 ,4 - referente a termos fundamentais, 1 ineares, quadrãtj_ 
cos, cubices e quãrticos, respectivamente 
i,j,k,m,n,k,t - relativos a sêries ou seqüências de valores 
Notações 
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A complexidade do processo de flambagem de cascas cil1n-
dricas e devida, principalmente, ã interação não-linear entre a 
fam1lia de modos cr1ticos e outros modos que a estes se acoplam, 
e, ainda, ao largo espectro de imperfeições iniciais, as quais 
podem influenciar o comportamento estrutural e as cargas de 
flambagem. 
A elucidação completa deste mecanismo de instabilidade, 
que conduz a grandes discrepâncias entre a carga cr,tica teõri-
ca clâssica e as obtidas experimentalmente, continua sendo um 
grande desafio para os investigadores desde os trabalhos pionei 
ros de DONNELL [ 1 ], de 1934, de VON KlíRMlíN E TSIEN [2], de 
1941, e de KOITER [ 3], de 1945, dos quais, os dois primeiros 
se destacam pela consideração das imperfeições geométricas nas 
equações não-lineares para grandes deslocamentos e o ultimo, p~ 
lo desenvolvimento da Teoria Geral da Estabilidade Elâstica. 
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Dentro do Programa de Engenharia Civi1 da COPPE-UFRJ, as 
pesquisas nesta área se fizeram notar, especialmente, pe1os tr~ 
balhos de BATISTA [4,5,6] e ANTONINI [ 7], no que diz respeito 
a cascas cil1ndricas isotrõpicas, de GONÇALVES [8,9] para cas-
cas cil1ndricas com enrijecedores anulares, e de JUSTINO [10], 
para cascas cil1ndricas enrijecidas longitudinalmente. Os pri-
meiros três autores comprovaram, tanto as justificativas teõri-
cas do processo de instabilidade lançadas por DONNELL e KOITER, 
quanto resultados experimentais, contribuindo significativame~ 
te com a1ternativas simples para a resolução do problema. 
Quanto as cascas enrijecidas longitudinalmente, tem-se 
o trabalho de JUSTINO como uma primeira tentativa num campo 
de pesquisa para o qual não são encontrados, na literatura, re-
sultados teõricos que conduzam a uma total compreensão de mode-
los reais. t certo que, como nas cascas isotrõpicas, os fato-
res acoplamento modal e imperfeições iniciais constituem as ju~ 
tificativas básicas do processo de instabilidade. No entanto, 
a forma como os enrijecedores são considerados constitui, tam-
bem, um aspecto relevante na solução deste tipo de casca. 
Nos estudos de cilindros com enrijecedores torsionalmen-
te r1gidos e pouco espaçados (comuns ãs estruturas aeroespa-
ciais) os modelos teõricos [11,12,13,14,15] consideraram as prE_ 
priedades dos enrijecedores distribu1das uniformemente ao longo 
de toda a casca, permitindo que a estrutura fosse tratada como 
casca simples de peso equivalente e com propriedades ortotrÕpi-
cas. Com base nestas teorias, as cargas cr1ticas associadas ao 
modo global de colapso de um cilindro foram determinadas, en-
quanto que a sua sensibilidade ãs imperfeições e os efeitos da 
excentricidade de enrijecedores foram apenas estimados. Desta 
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forma, ignorava-se a possibilidade de instabilidade local dos 
painêis enrijecidos. 
A importância da inclusão da rigidez torsional e excen-
tricidade do enrijecedor no modelo teõrico [15,16] foi confirm~ 
da por resultados experimentais e, assim, a flambagem local do 
painel passou a ser tambêm investigada. 
Para as cascas cil1ndricas com enrijecedores largamente 
espaçados (estruturas navais e o66~ho~e), resultados experimen-
tais obtidos por WALKER, ANDRONICOU e SRIDHARAN [17] mostraram 
que as cargas de flambagem eram geralmente inferiores as cargas 
cr1ticas teõricas de cilindros com enrijecedores pouco espaça-
dos. A redução destas cargas de flambagem em relação ã teõrica 
tem sido atribu1da [18] ã ocorrência de interações não-lineares 
entre modos de flambagem (isto ê, modos cr1ticos e de imperfei-
ções). 
Por outro lado, a consideração da interação entre modos 
de painel e de enrijecedores esbeltos e espaçados foi feita inl 
cialmente por SYNGELLAKIS e WALKER [19] atravês de modelo teõri 
co baseado no trabalho de KOITER [20]. 
O estudo de JUSTINO, sobre o comportamento não-linear de 
painêis enrijecidos, esbeltos e espaçados, contendo imperfei-
çoes iniciais, ê o que, por sua vez, serviu de ponto de partida 
para o trabalho aqui apresentado. Entretanto, busca-se agora, 
atravês de uma nova formulação matemâtica deste problema, aten-
der a todos os fatores que possam conduzir ao processo de insta 




1.2. OBJETIVOS E PROCEDIMENTOS DA TESE 
o objetivo principal deste trabalho e o estabelecimento 
de um modelo matemático para a análise não-linear de cascas ci-
l1ndricas com enrijecedores longitudinais, esbeltos e espaçados, 
sujeitas ã compressão axial. Inclui-se nesta formulação a maio 
ria dos problemas referenciados na literatura [1 ,2,3,4,19], que 
sao abordados no decorrer do texto, bem como comenta-se a res-. 
peito de algumas hipõteses constantes em outros trabalhos, as 
quais parecem ter levado a descrições imprecisas, ou pelo me-
nos incompletas, do processo de flambagem deste tipo de estrutu 
ra. 
Para tanto, e definido um modelo estrutural básico cons-
titu1do de um unico painel cil1ndrico enrijecido, como apresen-
tado no Cap1tulo II, cujo campo de deslocamentos e descrito a 
partir da equação diferencial não-linear de equilibrio dinâmico 
de cascas cil1ndricas isotrõpicas [21]. 
A combinação modal para descrever este campo de desloca-
mentos do painel cil1ndrico enrijecido e realizada no Cap1tulo 
III, atraves de uma análise e seleção criteriosas dos modos cons 
tantes naquela solução, respeitadas as novas condições introdu-
zidas pela consideração dos enrijecedores como elementos discre 
tos. Atende-se, portanto, ã continuidade e compatibilidade 
do campo de deslocamentos da estrutura na junção painel-enrije-
cedor e ao longo da geratriz media do painel cil1ndrico. 
Ainda no Cap1tulo III, efetua-se uma primeira avaliação 
dos modos de flambagem selecionados, a partir da comparação dos 
5 
mesmos com aqueles anteriormente utilizados nos trabalhos das 
referências [1 ,2,7,10 e 22]. 
O sistema de equaçoes não-lineares de equilibrio para o 
modelo perfeito ê obtido pelos desenvolvimentos teõricos dos Ca 
pitulos IV e V. Este sistema constitui o modelo matemãtico pr~ 
posto, o qual ê analisado formalmente no Capitulo VI, ã luz do 
processo de interação modal não-linear que ocorre durante a res 
posta pôs-critica. 
As observações sobre caracteristicas fisicas e matemáti-
cas decorrentes dessa análise conduzem aos comentários finais a 
respeito do modelo proposto, como apresentados no Capitulo VII. 
Visando permitir a continuidade do presente trabalho, a-
presentam-se explicitamente, no Capitulo IV, a montagem do fun-
cional de energia potencial total na forma incremental e, no 
Apêndice A, as tabelas de integrações, as quais servirão para 
indicar os passiveis acoplamentos modais que ocorrem em uma ana 
lise multimodos de cascas ou painêis cilindricos. 
Evitando, por outro lado, a repetição, sao omitidas do 
texto as descrições de critêrios, hipõteses e procedimentos ana 
liticos, que se referem ã Teoria de Estabilidade Elástica, os 
quais se encontram perfeitamente desenvolvidos nos trabalhos de 
referências [7 e 8]. 
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CAPITULO II 
' ' MODELO ESTRUTURAL E HIPOTESES BASICAS 
PARA A ANALISE DE ESTABILIDADE 
11.1, DEFINIÇÃO DA ESTRUTURA DA CASCA CILÍNDRICA ENRIJECIDA 
O modelo de análise consiste de uma casca cilindrica es-
belta com enrijecedores dispostos longitudinalmente, conforme 
mostrado na figura (II.1), submetida ã compressão axial. Os en 
rijecedores podem ser internos, externos ou apenas excêntricos 
em relação ã superficie mêdia da casca cilindrica. 
Consideram-se,aqui, os casos nos quais a casca apresenta 
enrijecedores esbeltos e bastante espaçados, sendo, portanto, 
focalizado o mecanismo de flambagem de um painel cilindrico en-
tre enrijecedores, levando em conta a interação modal entre pa~ 
nel e enrijecedor. Isto ê, investiga-se o comportamento não-1~ 
near dos paineis cilindricos isotrõpicos, durante o processo de 
flambagem, considerando-se a interação entre estes e os enrij~ 
cedores. 
Assim, e assumida, como modo critico de casca enrijecida 
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[5,7,10], uma configuração deformada definida por uma semi-on-
da longitudinal e pondas completas na direção circunferencial, 
tendo nõs (deslocamentos radiais nulos) ao longo das geratrizes 
onde se localizarem os enrijecedores, como ilustrado na figura 
(II.2). Esta forma modal foi tambêm observada experimen-




























(a) , __ 
FIGURA n.2 - LOCALIZA9ÃO DOS ENRIJECEDORES E 
MODO CRITICO CIRCUNFERENCIAL 
( b) 
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Desta forma, caracterizando-se como um painel o trecho 
de casca entre dois enrijecedores consecutivos, o numero N de 
paineis cilindricos, ou o numero N de enrijecedores, define o 
numero de ondas completas no sentido longitudinal 
p = N/2 . (II.1) 
Ainda, pela simetria do campo de deslocamentos, torna-se Pº! 
sivel a representação da estrutura por um modelo bâsico consti-
tuido por um unico painel e um único enrijecedor (vide figura 
II.2b), tanto para fins de montagem do seu funcional de ener-
gia potencial total, quanto para o estabelecimento do campo de 
deslocamentos. 
O material que constitui a estrutura e considerado isõ-
tropo e elâstico linear; o painel cilindrico ê tratado atravês 
da teoria não-linear de DONNELL para cascas delgadas; e o enri-
jecedor, conforme ilustrado na figura (II.3), ê tratado como 
placa delgada atravês da teoria não-linear de VON KARMAN. 
O comportamento do enrijecedor como placa fica caracteri 
zado a partir dos deslocamentos transversais provocados pela rotação 
da ligação painel-enrijecedor como nõ rigido (vide figura 
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II.2. PARÂMETROS GEOMÉTRICOS - SISTEMAS DE REFERÉNCIA 
São definidos os seguintes parâmetros geomêtricos apre-
sentados na figura (II .4): 
L - comprimento da casca e do enrijecedor; 
h - espessura do painel cilíndrico; p 
1 O 
hs - espessura do enrijecedor; 
R - raio da superfTcie media do painel cilTndrico; 
c - semi-profundidade do enrijecedor; 
e - excentricidade do enrijecedor em relação ao painel; 
8 0 - semi-ângulo entre os enrijecedores; 
l=L/R - comprimento adimensional da casca e do enrijecedor; 
y=c/R - semi-profundidade adimensional do enrijecedor; 












FIGURA IT.4- PARÂMETROS GEOMÉTRICOS E 







São considerados os seguintes sistemas de referência: 
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(i) Eixos t, J e! localizados com a origem em X=O, sen-
do t de mesma direção e sentido de -X, coincidente com 
a geratriz media do painel; ! com direção radial em 
relação ao painel, orientado para a exterior da cas-
+ ca; e y formando um triedro direto e dando origem as 
coordenadas polares em ê, conforme a figura (II.4b). 
Este sistema estabelece as coordenadas de um 
qualquer da superf1cie cil1ndrica atravês de 
x - coordenadas longitudinais; 
y - coordenadas circunferenciais; e 
z - coordenadas radiais. 
ponto 
(ii) Eixos te t coincidentes com te!, respectivamente, 
estabelecendo comê um sistema de referências adi-
mensional, atravês das coordenadas da superf1cie ci-
l1ndrica dadas por: 
s=x/R - coordenadas longitudinais; 
8=y/R - coordenadas circunferenciais; e 
Ç=z/R - coordenadas radiais. 
Os campos de deslocamentos são dados pelas notações: 
(i) U(U,V,W) - campo de deslocamentos segundo o referen-
1 2 
+ + + cialxyz; 
(ii) u(u,v,w) - campo de deslocamentos adimensionais segu!!_ 
do o referencial { ê t. 
Desta forma, tem-se: 
U eu - deslocamentos nas direções longitudinais; 
V e v - deslocamentos nas direções circunferenciais; e 
W e w - deslocamentos radiais; 
qu~ acrescidos de um sub-índice p ou ~ referem-s~ respectivame!!_; 
te,a deslocamentos do painel cilíndrico ou do enrijecedor. 
ll.3, CONDIÇÕES DE SIMETRIA E COMPATIBILIDADE DE DESLOCAMENTOS 
O campo de deslocamentos adimensionais do painel cilíndri 
co' 
(II.2) 
como observado anteriormente com auxílio das figuras (11.2) e 
(11.4), apresenta simetria em relação ao plano ~ç em 8=0. 
Estas condições de simetria são traduzidas pelas rela-
coes 
1 3 
up(s, e ) ; up(s, - e) 
vp(s, e) ; - V p ( s, - e) (1I.3) 
wp(s, e) ; wp(s, - e ) . 
O campo de deslocamentos adililensionais do enrijecedor, 
ê estabelecido como uma função de ~p a partir do atendimento 
das relações de compatibilidade de deslocamentos na junção pai-
nel-enrijecedor (e;eo) [10,19], 
u~i)(s,80) ; u~i)(s,sl ; uii+l)(s,-80) 
vii)(s,e,) ; v~i)(s,sl ; vii+l)(s,-80) 
(11.5) 
wii)(s,80) ; w!i)(s,sl ; w~i+l)(s,-80) 
w(i)(c e) ;-v(i)(c s); p,e e,, o s,Ç e,, w(i+ll(c -e) p,e "' º 
onde o super-indice (i) denota o iêsimo elemento estrutural con 
siderado, como definido na figura (11.4b), e onde o pa rãmétr:o 
s, ilustrado pela figura (11.5), estabelece uma relação linear 
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Com (II.3) e (II.5), este campo de deslocamentos pode 
ser escrito na forma [10,19]: 
(Il.6) 
A figura ( II.5) ilustra, graficamente, as relações 1 inea-
res entre os deslocamentos do enrijecedor e do painel cilíndri-
co ao longo da junçio entre esses componentes da estrutura. 
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II.4. CONDIÇÕES DE CONTORNO DO MODELO ESTRUTURAL 
A casca ê considerada simplesmente apoiada em suas extre 
midades, ~=0 e ~=l, e as condições de contorno lineares 
priadas são dadas pelas expressões abaixo: 
u ~ + v(v 8 + wp) p , p ' 
vp = o 
wp = o 
e, ainda, em 8=8 
o 
vp = o 
w = o 
p '8 
V p.~~ = o 
= o 




( a ) 
( b ) 





As condições (II.?) de casca bi-apoiada podem ser estabe 
cidas e/ou interpretadas pela suposição da existência de membra 
nas, infinitamente rigidas em seu prôprio plano, nas extremidades 
da casca, como a ilustração da figura (II.6). t interessante 
se observar o deslocamento dos bordos extremos da casca 
1 6 
(u~~O; Ni=Ü) da superfície plana, que tem sido verificado expe-
rimentalmente. 
Com isto, têm-se impedido, em ~=0 e ~=l, todo e qualquer 
deslocamento na direção radial se permitido, somente, desloca 
mentos 
dos e 
na direção longitudinal 
au 
p 
~. ou seja, up ê livre nos 
= O (condições forçadas atravês da suposição 
Ni=º nos bordos). 
PONTOS 
l 
- -,.-=: ... -: .. "S.... ....... ,.,,...... "'ª-'\, 
~-: -t-- -) 
1 - .. , .,, I • 








COM O PLANO 
HORIZONTAL 
FIGURA Il.6- INTERPRETAÇÃO DAS CONDIÇÕES DE CONTORNO 
bor-
de 
Quanto as condições de contorno ( II.8), estas devem ser 
naturalmente atendidas em função da hipótese bãsica ilustrada 
na figura (11.2), isto e, considera-se que as geratrizes do ci-
lindro, ao longo dos enrijecedores, permanecem retilíneas duran 
te o processo de flambagem. 
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CAPITULO III 
ESTABELECIMENTO DO CAMPO DE DESLOCAMENTOS 
PARA O MODELO ADOTADO 
III.l, FORMA GERAL DE SOLUÇÃO PARA DESLOCAMENTOS DE UMA CASCA 
(ou PAINEL) CILfNDRICA 
O sistema de equaçoes diferenciais que rege o comporta-
mento de casca cilindrica isotrõpica, segundo o referencial adi 
mensional mostrado na figura (II.1), fornece como solução, para 
o campo de deslocamentos u (u ,v ,w ), as expressões [21] -p p p p 
(III.2), sendo 
n rrR 
q = (III.1) 
L 
um parâmetro a.dimensional, onde n e o numero de semi-ondas lon-
gitudinais, em e o numero de ondas circunferenciais. 
Em função das hipõteses fisicas e geometricas adotadas 
para o modelo, as quais têm sido corroboradas por observações 
experimentais, um único modo critico clâssico e preservado, sim 
plificando assim a anâlise teõrica. 
w = 
p l i=l ,3,5 
V = 
p l i=l ,3,5 








w .. sen(iqt;) cos(jme) + 
lJ 
vij sen(iqE;) sen(jme) + 
uij cos(iqE;) cos(jme) + 
MODOS CRlTICOS 
l l wkt cos(kqt;) cos(tme) 





I vkt cos(kqE;) sen(tme) 
t=2 ,4 ... 
I ukt sen(kqE;) cos(tme) 
t=0,2,4 ... 




Para isso, fixa-se o valor de i=1 na parcela de wp em 
(111.2), referente ao somatõrio de modos criticos, e o produto 
jm pode ser então substituido por pondas circunferenciais cor-
respondentes a n semi-ondas longitudinais. 
Adotando-se modos secundários [4,6,7] dobrados em rela-
çao ao modo critico clássico, o produto tm ê, assim, substitui-
do por tp e wp reescrito da forma 
têm-se: 
wp =I w2 sen qi; cos 





I wkt cos(kqi;) cos(tpe). 
t=0,2,4 ... 
(111.3a) 
Analogamente, para as demais expressoes de (111.2), ob-
vp = v2 sen qi; sen pe + I 
k=0,2,4 
I vkt cos(kqi;) sen(tpe) 
~=2 ,4 ... 
(111.3b) 




I I ukt sen(kqi;) cos(tpe). 
k=2,4 ..• t=0,2,4 ... 
(III.3c) 
111.2. MODOS CRfTICOS E SECUNDÁRIOS PARA O PAINEL CILfNDRICO 
Atravês de experiência numêrica [21], verifica-se que os 
modos de (1!1.3) atendem aproximadamente ãs condições de bordo 
de casca bi-apoiada quando são assumidos pares (k;t) com valo-
res (O;O), (2;0), (0;2), (2;2), (2;4)e(4;2) para~,, podendo-se ain-
P 
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da, eliminar os pares (2;4) e (4;2) em vp e considerar unicamen 
te o par (2;0) em up, alêm do modo cr1tico. 
Desta maneira, o campo incremental de deslocamentos do 
painel cil1ndrico ê dado pelas expressões (III.4), onde os sub-
1ndices 1, 3, 4, 5, 6 e 7 das amplitudes dos modos secundãrios 
são associados, respectivamente, aos pares (k;t): (0;0),.{2;G), {0;2), 
(2;2), (2;4) e (4;2) e, o sub-1ndice 2, ao modo cr1tico assimê-
trico clãssico. 
Para o atendimento da compatibilidade de 
introduz-se o termo U1 ~ em up. 
deformaç-'ies, 
Considerando o campo total de deslocamentos do painel ci 
F l1ndrico ~p como a soma de um campo fundamental ~p (referente a 
um estado de deformação de membrana) mais o campo incremental 
de deslocamentos u1 de (III.4), ~P ê, então, definido pelas ex--p 
pressões (lll.5), onde o sub-indice O refere-se ao modo funda-
mental, ou seja, Wo e uo ~ constituem o estado fundamental de 
membrana do painel cilindrico. 
As expressões (III.4) e (III.5) sao apresentadas no Qua-
dro de Equações III.1. 
Quadro III.1 - Campos de deslocamentos para o painel cilindrico 
Campo incremental de deslocamentos do painel cilindrico - u1 -p 
MODO MODOS CRlTICOS MODO MODO MODO MODO MODO 
SECUNDARIO ASSIMtTRICOS SECUNDARIO SECUNDÃRIO SECUNDARIO SECUNDÃRIO SECUNDÃRIO 
(o; o) CLASSICOS (2;0) ( O ;2) ( 2 ;2) (2 ;4) ( 4 ;2) 
wp =E]+ W2 sen qf; cospe + W3 COS 2qt; + w, CDS 2p8 + Ws CDS 2qt; cos 2p8 +IWs cos 2qt; cos 4pe/ +/w1 cos 4qt; cos 
v2 sen qf; sen pe + v, sen 2p8 + v s cos 2qt; sen 2pe 
2p8 1 
Up = U1S + U2 COS qf; COS p8 + U3 Sen 2ql-
(111.4) 
Campo total de deslocamentos do painel cilindrico - u = uF + u1 -p -p -p 
MODOS FUNDAMENTAIS 
OU PRt-CRTTICOS MODOS INCREMENTAIS OU PÕS-CRlTICOS 
+ w1 + w2 sen qt; cospe+ w3 cos 2qt; + w4 cos 2pe + w5 cos 2qt; cos 2pe + w6 cos 2qt; cos 4pe + 
+ W7 COS 4qt; COS 2p8 
+ V2 sen qf; sen pe + v4 sen 2pe + v5 cos 2qt; sen 2pe 




Com o intuito de se comparar a combinação modal pr~ 
posta em (111.5) com outras usadas em trabalhos passados [7,10, 
19,23] introduzem-se, a seguir, as notações 
(111.6a) 
e 
w5 (q;p) = w coskq~ costpe (111.6b) 
respectivamente, para um modo critico clássico e para modos se-
cundários em wp. 
Os modos críticos associados a tensão critica clássica 
[24] da casca cilíndrica isotrõpica, sob compressão axial, 
onde 
0 cr = 
Ehp 
CR 
e= /3 - (1-v 2 ) 
(111.7a) 
(111.7b) 
sao definidos por pares (q;p) que determinam uma familia de mo-
dos dada pela equação [24,7] 
ª2 + s2 - ª = o (111.8) 
onde 
Rhp 1T 2 
CI. 2 = q2 (111.9a) 
2 e L2 
e 
s2 = 
hp p2 (III.9b) 
2 e R 
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que e ilustrada atravês do Circulo de Koiter na figura (111.1). 
p 
(nQ de ondas 
circunferenciais) 
( aproximações 
inteiras de IlL 8 l 
FIGURA fil, 1 - CÍRCULO DE KOITER 
( nQ de semi ondas 
longitudinais) 
q 
Tomando-se, por exemplo, dois desses modos, ~1 e ~2, 
conforme definidos em (111.6) e ilustrado na figura (111.2), ve-
rifica-se [ 7 J que, individualmente, eles conferem um comporta-
mento pôs-critico estãvel para a casca. Entretanto, quando as-
sociados a parâmetros de cargas prôximos daquele de carga 
critica Àcr' pode ocorrer um acoplamento não-linear entre esses 
modos, promovendo uma resposta pôs-critica instãvel. 
Assim, o comportamento não-linear pôs-critico da casca 
estâ associado ao fenômeno da interação não-linear (ou acopla-
mento) entre os modos criticos e/ou secundários, sendo, portan-
to, de importância fundamental a seleção adequada da combinação 
modal, para que o mecanismo de perda de rigidez ou de perda de 
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O processo de perda de rigidez pela interação. não-linea~ 
que ocorre durante a resposta põs-critica inicial destas cascas, 
vem sendo reinvestigado recentemente [4 ,6]. Estes, e outros es-
tudos [ 7] realizados, têm conduzido ao estabelecimento de modos 
importantes na formulação matemãtica do problema. Porêm, atê 
agora, esse procedimento tem sido executado de forma intuitiva 
baseado no mecanismo não-1 inear , atravês do qual a rigidez circunferen-
cial de membrana ê reduzida com o acrêscimo dos deslocamentos radiais. 
Os argumentos bãsicos utilizados nessas ultimas referên-
cias vêm das primeiras análises teõricas pÕs-criticas de uma 
casca cilíndrica, axialmente comprimida, realizadas por KARMAN 
e TSIEN [ 2] e DONNELL [1 ,23]. DONNELL observou que, com o 
progresso de uma deformação na forma do modo assimêtrico wc(q;p), 
haveria uma tendência do acoplamento com componentes axissimê-
tricas, de forma tal que a casca pudesse apresentar um comport~ 
mento instável caracterizado por perda de rigidez global, como 
ilutrado na figura (III.2). 
Pode-se mostrar [4,6,7,23] que essa combinação modal 
básica ê dada por um modo crítico wc(q;p) e um modo axissimêtri 
co w5 (2q;O), com duas vezes o numero de ondas longitudinais do 
modo crítico considerado, ou seja, 
= w2 sen qs cos p8 + w3 cos 2qs. . (III.10) 
Esse mecanismo de perda de rigidez pode ser descrito,. 
com auxílio da figura (III.3), da forma seguinte [ 7 ]: 
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(i) Com o crescimento das deformações no modo cr1tico 
wc(q;p), as linhas circunferenciais ~. de desloca-
mentos nodais mãximos, aumentam de comprimento em r! 
lação ãs linhas indeformadas bb, produzindo tensões 
circunferenciais não-lineares de tração N8(q;p), co-
mo indicado na figura (111.3a). 
(ii) Para equilibrar estas tensões de tração N8(q;p), que 
promoveriam um acréscimo de energia elâstica, ocorre 
uma contração uniforme w5 (0;0) da casca, de magnitu-
de suficiente para que as tensões constantes N8(0;0) 
aliviem essas tensões não-lineares N8(q;p). Isto co~ 
duz, ao longo das linhas~. a tensões de compressão 
com valores aproximadamente iguais ã tensão média ao 
longo das linhas aa [N 8(0;0) - + N8(q;p)J. A soma 
das tensões de tração e compressão [N8(q;p) + N6(0;0)], 
dadas pelas figuras (111.3a) e (111.3b), promoveria, 
então, faixas auto-equilibradas de tensões. 
(iii) A ocorréncia de um modo axissimétrico w5 (2q;O) condu 
ziria, por outro lado, a faixas alternadas de ten-
sões circunferenciais lineares N8(2q;O) como mostra-
do na figura (111.3c). Estas tensões N8(2q;O) con-
trabalanciariam, então, as tensões [N8(q;p) + N8(0;0)J, 
bem como permitiriam um melhor atendimento das condi 
ções de contorno em wp. 
Os resultados numéricos obtidos com anâl ises linearizada 
e não-linear, realizadas por BATISTA [ 4 J e ANTONINI [ 7 J, de-
mostram que a perda de rigidez durante o processo não-linear e 
alcançada quando o par de modos da expressão (111.10) é utiliza 
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do. 
A contração radial uniforme w5 (0;0), observada experime~ 
talmente, e, entretanto, naturalmente eliminada na anãlise teõ-
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Uma breve comparaçao entre os vãrios campos de desloca-
mentos, que têm sido adotados para a solução deste problema não-
1 inear, pode ser realizada observando-se as equaçoes (III.11)do 
Quadro Ill.2, tomando-se como referência a equaçao 
(l!l.11a), que e a solução matemãtica apresentada em (III.3a). 
Nota-se que a solução modal proposta por KÃRMÃN e T$IEN 
[ 2 J, dada pela equação (III.11c), atendendo ã formulação ge-
ral proposta por DONNELL em (lll.11b), não inclui o modo criti 
co assimêtrico clãssico wc(q;p). Inclui, entretanto, um modo 
de ondas curtas assimêtrico (k;t) associado a estãgios avança-
dos de deformação pÕs-critica. Esta ultima forma modal pode 
ser observada experimentalmente num estãgio põs-flambagem avan-
çado e ê comumente referida na literatura como diamond ou 
checke~boa~d 6hape, conforme ilustração na figura (11!.4). Alêm 
disso, a solução modal proposta por Kãrmãn inclui, tambêm, pa-
res (O;O), (2;0) e (0;2). 
FIGURA ill .4 - ESTÁGIO AVANCADO PÓS-FLAMBAGEM 
' 
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So1 uções modais na forma proposta pela referência, [ 2 J 
conduzem a respostas não-1ineares seme1hantes ã curva da figura 
(III.5a), referente a "4 termos". Uma extensão desta mesma propos-
ta de so1ução, com a inc1usão de outros pares (k;t), foi feita 
por ALMROTH [25]. As respostas por e1e obtidas fornecem ~s de-
mais curvas desta mesma figura (III.5a), as quais apresentamce_i::. 
tos contrastes com as obtidas por DONNELL, mostradas na figura 
(III.5b). Estes contrastes, apontados por DONNELL, parecem se 
referir somente a rigidez pós-critica inicia1, a qua1 ê de fun-
damental importância como indicadora do grau de sensibi1idade a 
imperfeições geomêtricas e, conseqüentemente, na estimativa da 
carga de f1ambagem. 
Estimativas de reduções das cargas de flambagem, em pre-
sença de imperfeições geomêtricas iniciais, foram feitas indepe~ 
dentemente por 00,NNELL [ 1] e KOITER [ 3], adotando respectiva-
mente, formas modais de imperfeições com caracteristicas de mo-
dos secundãrios e criticas. 
As curvas de ALMROTH apresentam uma tendência assintóti-
ca a um mesmo patamar, a medida em que ê aumentado o numero de 
termos em wp (vide Quadro de Equações III.2, equação 0II.11c)). 
Este fato e devi~o.-possive1mente, a adoção exclusiva dos modos 
secundârios de ondas curtas longitudinais e circunferenciais (vi 
de figura (III.4)~ que dominam o processo não-1inear em 
gios avançados pós-criticos. 
estâ-
Quadro III.2 - Soluções propostas para w~ 
w~ • lw_,_s_._"_q_,_'_ºs_p_ª~I • I r 1 _ . ~-k-_o_._z_._4_._._._t=_o_._z_._4 ________ ~ wcos kq, cos tpe 
MODO CRITICO MODOS SECUNDÃRIOS OU PÕS-CRTTICOS 
ASS!MtTRICO CLÃSSICO 
wº(q:p) w5 (q;p) ou (k;t) 
DONNELL [25] 
w1 • 11 wkt cos kq, cos tpe 
p k t 
KlíRMlíN e TSIEN [ 3 J 
I wp =-w 1 + w3 cos 2qt + w- cos 2pe + w cos q( cos pe 
ANTONINI e BATISTA [ 7 J 
W~ e W2 Sen q( COS p8 + W1 + W3 COS 2qt + W~ COS 2p6 + Ws COS 2q( C~S 2P6 
SYNGELLAKIS e WALKER [22] 
I wp = w2 sen q( cospe+ w1 + w sen q( sen 2pe 
JUSTINO e BATISTA [10] 





( I I I . 1 1 b ) 
( I I I . 1 1 e ) 
(III.11d) 
(III.11e) 
( I I I . 1 1 f ) 
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FIGURA fil.6- CAMINHOS DE EQUILÍBRIO DE CASCA CILÍNDRICA 













FIGURA ill 7- CAMINHOS DE EQUILÍBRIO DE CASCA CILÍNDRICA 
ENRIJECIDA LONGITUDINALMENTE [ 10] 
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A solução (III.11d) atende aos argumentos de DONNELL an-
teriormente apresentados, mas inclui o modo critico assimêtrico 
clãssico alem dos modos secundãrios (k;t): (O;O), (2;0), (0;2) 
e (2;2), todos pertencentes ã solução matemãtica (III.11a). 
Os resultados gerados pela adoção desta solução [ 7 ] ' 
apresentados na figura (III.6), permitem verificar uma resposta 
da casca cilindrica isotrõpica muito prõxima da obtida com a 
forma modal (111.11b) proposta por DONNELL. Observa-se nestas 
respostas não-lineares pôs-criticas um ganho de rigidez em estã 
gios avançados de deformação. Fenômeno tambêm observado por 
BATISTA [ 4 J, atravês de ensaios sob controle·. de encurtamento 
axial, antes da ocorrência de plastificação na forma da figura 
(111.4). 
Dando prosseguimento ao trabalho de referência [ 7 ] ' 
analisando, então, casca cilindrica enrijecida longitudinalmen-
te, BATISTA propôs a adoção das formas modais bãsicas 
(III.11f) para anãlise não-linear deste tipo de cascas e, ainda, 
na pesquisa de pontos de bifurcação, utilizou o modo wc(q;2p), 
tambêm constante na solução proposta por SYNGELLAKIS e WALKER 
[ 19], apresentada na equação ( II 1.11 e). Entretanto, este mo 
do adicional não pertence ã solução matemãtica (11I.11a). 
As respostas não-lineares, assim obtidas, são dadas pe-
las curvas da figura 111.7. Chama-se a atenção para o fato de 
que, nesta forma de solução, não foi verificado, para qual-
quer geometria, um comportamento instável da casca 
enrijecida. 
Finalmente, o Quadro de Equações 111.2 faz 
cilindrica 
referência 
aos modos constantes da solução proposta neste trabalho, equa-
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çao (III.11g), combinando os modos secundários que conduzem 
aproximadamente ao atendimento das condições de contorno de cas 
ca bi-apoiada. 
Enfatiza-se que, tão importante quanto a inclusão de mo-
dos de imperfeições geomêtricas iniciais, ê a combinação modal 
a ser considerada na formulação da resposta não-linear dessas 
estruturas; e que,a aqui adotada, resulta da solução geral das 
equações diferenciais que regem o problema. 
lll.3. MODOS CRÍTICOS E SECUNDÁRIOS PARA O ENRIJECEDOR 
Os modos de deslocamentos para o enrijecedor sao defini-
dos como funções do campo de deslocamentos do painel cilindri-
ce pela aplicação dos modos (III.4), em 8=80, nas equações (II.6). 
Assim, observando que 
Wpl = W1 - W4 + (W 3 - W5 + W6) COS 2qs - W7 COS 4qs 
8 =8 º 
WP,sl = - (w, - Ws + W6) 2q sen 2qs + w7 4q sen 4qs 
8=80 
= - W2 p sen qs (III.12) 
V2 sen qS 
U1 S + U3 Sen 2qs 
36 
e substituindo em (II.6), chega-se a 
us = u1 i; + [u, + (w, - Ws + w6) (ç-s) 2q] sen 2qi; - w7 4q sen 4qi; 
vs = [v, + w, (ç-s) p] sen qi; (III.13) 
ws = (1+ç-s) [W1 - W4 + (w, - Ws + WG) cos 2qi; - W7 cos 4qi;] • 
111.4. INTRODUÇÃO DAS CONDIÇÕES DE CONTORNO NOS CAMPOS DE 
DESLOCAMENTOS 
Embora o campo de deslocament~ ~p definido pelas expres-
soes (III.4) jã conduza a uma aproximação das condições de bor-
do de casca bi-apoiada, algumas das condições de contorno defi-
nidas (II.7) podem ser utilizadas de forma a forçar este campo 
de deslocamentos a atende~ rigorosament~ ãs condições de apoio 
simples. 
Assim, aplicando-se, de (II. 7 ), as equaçoes 
u 
p • i; = o ( i ) 
V 
~ 
= o ( i i ) 
\'/ = o ( i i i ) p 
w p,i;i; = o ( i V ) 
em i; = o e i; =l, obtêm-se: 
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de ( i ) : u 1 = - 2q u 3 (III.14) 
de (ii): (v, + vs) sen 2pe = O 
V4 = - Vs, (III.15) 
condição forçada pela continuidade do campo de deslocamentos; 
de ( i i i ) : W1 + W3 + W4 COS 2p8 + Ws COS 2p8 + Ws COS 4p8 + 
+ w1 cos 2pe = O; (v) 
de (iv): - 4q 2 (w 3 + Ws COS 2p8 + Ws cos 4p8 + 4W7 COS 2p8) = 0; (vi) 
e, de (v) e (vi): 








condição tambêm forçada pela continuidade do campo de desloca-
mentos. 
As relações (III.14) a (III.16) substituídas em (III.4) 
fornecem para o campo de deslocamentos do painel cilíndrico: 
Up = U2 COS qs COS p8 + U3 (sen 2qs - 2qs) 
vp = v2 sen qs sen pe + Vs (cos 2qs-1) sen 2pe (III.17) 
Wp = W2 sen qs COS p8 + (W3 + Ws COS 2p8 + 
+ Ws COS 4p8) COS 2qs + W7 (cos 4qs+3) COS 2p8 
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e, substituidas em (III.13), fornecem para o campo de desloca-
mentos do enrijecedor: 
US = U3 (sen 2qs - 2qs) + (Ç-E) [(W3 - Ws + WG) 2q sen 2q~ -
- W7 4q Sen 4qs] 
( I I I • 1 8 ) 
WS = (1+Ç-E) [(W3 - Ws + WG) COS 2qs - W7 (COS 4qs+3)] . 
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CAPITULO IV 
MONTAGEM DO FUNCIONAL DE ENERGIA POTENCIAL TOTAL 
NA FORMA INCREMENTAL 
IV,l. ENERGIA POTENCIAL TOTAL DO SISTEMA PAINEL-ENRIJECEDOR 
IV.1.1, ENERGIAS DE DEFORMAÇÃO ELÁSTICA 
Painel Cilindrico: 
A energia potencial elástica do painel cilindrico e defi 
nida através das considerações simplificadoras da teoria clãssi 
ca de cascas de LOVE-KIRCHHOFF e pela utilização das relações ci 
nemãticas da teoria não-linear de DONNELL-MUSHTARI-VLASOV para 
cascas esbeltas abatidas, pelas expressões [26]: 
+ 2 Mxe xx 8)J de dx (IV.1) 
ou 
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DR JL (e 0 
+ -- [x2 
2 o Le º x 
+ x6 + 2 v Xx Xe + 2(1-v) x~eJ de dx , 
(IV.2) 
de onde se observa a hipótese de LOVE, ou seja, que a energia 
de deformação elãstica pode ser tomada como a soma das energias 
de membrana e flexão, descritas como funções quadrãticas das d~ 
formações especificas e mudanças de curvatura medidas com refe-
rência ao painel indeformado. Isto e, 
sendo a parcela de energia extensional 
=~ t (º 
2 o -eo 
(IV.4a) 
e, a parcela de energia flexional 
DR L 
upf = -2- f o f
eo 
[x2 + x2 + 2 
-e, x e v Xx Xe + 2(1-v) x;eJ de dx . 
(IV.4b) 
Para as direções positivas de deslocamentos mostrados na 
figura ( IV .1), as deformações especificas da superficie 





( - w ) 2 





+ - (- wp,el2J 
2R 
+ V + p,x R 
e as mudanças de curvatura, por 





w p , e e 
w p,xe 
Z,Wp 




E, ainda, como na figura (IV.2), as resultantes internas 
de esforços de membrana e momentos por unidade de comprimento, réferidos a 




MX e = D ( 1 - \)) Xx e 
onde (x,e,o) sao coordenadas locais, (UP,VP,WP) sao os ,desloca-
mentos correspondentes, Rê o raio da superfície mêdia do pai-
nel cilíndrico e K e D, respectivamente, a rigidez extensional 
e a rigidez a flexão do painel, 
E hp 
K = (IV.9) 
1 - \) 2 
e 
E h3 
D = p (IV.10) 
1 2 ( 1 - \) 2 ) 
sendo E o mõdulo de elasticidade do material e, v, o seu coefi-











FIGURA N. 2 - RESULTANTES INTERNAS DE MEMBRANA E DE 




O enrijecedor analisado como placa, conforme figura 
(IV.3), tem seu funcional de energia potencial elástica, tambem 
referido a sua superf1cie media, estabelecido pela teoria nao-












nK JL Jc 
= -- [E~+ 




3D JL Jc = -- [x 2 + x2 + 2 v x 
2 0 -e z X z 
Xx + 2(1-v) x~x] dz dx (IV.12c) 
quando as deformações especTficas sao dadas por 
1 
E = W +~(V ) 2 z s,z 2 s,z 
E = LJ + 
X S ,X 2 
( V s ,X) 
2 
(IV.13) 
(W + u + V V ) 
S,X S,Z S,Z S,X 2 
as mudanças de curvatura, por 
= - V 
S ,XX 
(IV.14) 
= - V 
s 'zx 
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e, como apresentadas na figura (IV.4), as resultantes de esfor-
ços internos de membrana e momentos internos ao longo dos _bor~ 




Mzx = n 3 D (1 - v) Xzx , 
onde, agora, (z,x,o) sao as coordenadas de um ponto qualquer da 
superficie media do enrijecedor, (W
5
,Us,Vs) são os deslocamen-
tos correspondentes e 
(IV.17) 
e um parãmetro adimensional que relaciona, tanto a rigidez exte.':!_ 
sional, quanto a rigidez flexional do enrijecedor, com 




FIGURA 11[.4 - RESULTANTES INTERNAS DE MEMBRANA E FLEXÃO 
NO ELEMENW INFINITESIMAL DO ENRIJECEDOR 
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IV.1.2. POTENCIAIS DE CARGAS EXTERNAS 
No que se segue, ê admitida uma distribuição de tensões 
normais compressivas rr constante nos bordos extremos da casca, 
tanto ao longo dos painéis cilindricos, quanto ao longo dos en-
rijecedores, gerada pelo carregamento axial P imposto ã estrutu 
ra . 
FIGURA nr.s- DISTRIBUIÇÃO DO CARREGAMENTO AXIAL p AO 
LONGO DOS BORDOS DA CASCA 
Chamando, conforme a figura (IV.5), de NP e Ns as resul-
tantes por unidade de comprimento de tensão axial ao longo dos 
bordos extremos de um painel cilindrico e de um enrijecedo~ re! 
pectivamente, e de PP e Ps as parcelas de P atuantes em cada ~m 
destes elementos da estrutura, tem-se: 




( d ) 
onde N e o numero de painéis ou enrijecedores. 
Sendo UP o deslocamento axial do painel cilíndrico, usando (a) 
e (c), a parcela de energia potencial de carga externa a ele as 
saciada fica 
dx = o h R JL J
8 0 
u de dx 
P o -8 0 P,x 
(IV.18) 
e sendo Uso deslocamento axial do enrijecedor, atraves de (b) 
e (d), a parcela de energia potencial de carga externa associa-
da a este elemento e 
íl = - P fL U dx = o hs 
s s O s 'x 
dz dx . (IV.19) 
Pela introdução do parãmetro adimensional 11 e o parãmetro 
de carga 
o 
À = (1-v 2 ), (IV.20) 
E 
a energia potencial de carga externa e reescrita para o painel 
cilindrico como 
r L J e o 
íl =KRÀJ p o -80 




e, para o enrijecedor, 
íls = n K À rl Ic u dz dx . 
!Q -e s,X 
(IV.22) 
IV.1.3, EXPRESSÕES DAS ENERGIAS POTENCIAIS TOTAIS 
A energia potencial total do sistema painel-enrijecedor e 
dada por 
(IV.23) 
onde U e a energia interna de deformação elástica, 
u = (IV.24) 




onde VP e a energia potencial total do painel cilíndrico e, Vs' 
a do enrijecedor. 
Assumindo as expressoes definidas nos itens anteriores, 
tem-se, com as equações (IV.2), (IV.12), (IV.21) e (IV.22), 
e 
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R rL Jeº Vp = - {K [s 2 + 
2 J O -8 o X 
+ D [X~+ Xê + 2 v Xx Xe + 2(1-v) X~e] ·+ 
+ 2 K À u } de dx p ,x 
1 rl (C 
Vs = - J {nK [s2 + s2 
2 J O -e z X 
+ n3 D [x2 + x2 + 2vxz Xx + 2(1-v) x2 J + 
Z X ZX 
+ 2 n K À Us } dz dx ,X 
(IV.27) 
(IV. 28) 
IV.2. NORMALIZACÃO DOS FUNCIONAIS DE ENERGIA POTENCIAL TOTAL 
As normalizações dos funcionais das equaçoes (IV.27) e 
(IV.28) são realizadas, em relação ao raio R, pelo estabeleci-
mento de um referencial adimensional dado pelas novas coordena-











e pelos campos de deslocamentos adimensionais 
para o painel cilindrice, e 
V S = 








como o comprimento adir.,ensional da casca, a aplicação destes pa-
râmetros adimensionais na equaçao (IV.27) e nas demais relações 
do painel cilindrice fornece: 
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R2 l 80 
V = -- J I {K [E2 + E2 + 
P 2 o eo E, 8 
+ D [xi+ Xê + 2 v XE, Xe + 2(1-v) X~e) + 
+ 2 K À u ,} de dE, 
p '" 
e as novas relações adimensionais a seguir descritas. 
Relações deformação-deslocamento: 
= u + (w )2 
p ,E, 2 p ,E, 
2 
( w ) 2 
p ,8 
2 
(u + V + W W ) p,e P,E, P,E, p,8 




w p , e e = - --
R 
w 
P 'i; e 





N i; = K (Ei; + v f: 8) 
Ne = K (E 8 + v Ei;) (IV.36a) 
N i; e = K ( 1 - \) ) E Í; 8 
e 
Mi; = D (xi;+ v x8 l 
Me = D (x 8 + v xç;l (IV.36b) 
Mi;8 = D ( 1 - v) Xç;e 
Considerando 
c 
y = (IV.37) 
R 
como a semi-profundidade adimensional do enrijecedor, a aplica-
ção destes mesmos parâmetros adimensionais em (IV. 28) fornece o 
funcional de energia potencial total do enrijecedor em sua for-
ma normalizada: 
+ 2 n K À u e} dç di; , 
s '" (IV.38) 
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Nç = n K (EÇ + V E S) 
N s = n K ( E S + V EÇ) (IV.41a) 
N çç; = n K ( 1 - v) E sS 
e 
Mç = n 3 D (Xç + V Xc;) 
Ms = n 3 D (xc; + V Xç) (IV.41b) 
IV.3. ExPRESSÃO DOS FUNCIONAIS DE ENERGIA NA FORMA INCREMENTAL 
IV.3.1, ENERGIA POTENCIAL TOTAL NA FORMA INCREMENTAL PARA O 
PAINEL CILÍNDRICO 
O campo de deslocamentos do painel cilíndrico 
(IV.42) 
para um determinado parâmetro de carga À, pode ser tomado como 
onde 
u -p (IV.43) 
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(IV.44) 
representa o campo de deslocamentos do estado fundamental de 
equilíbrio admitido como um estado de deformação de 
[ 6], conforme ilustrado na figura (IV.6), e 
membrana 
(IV.45) 
uma variação o~{, ou seja, um campo arbitrário incremental, ci-
nematicamente admissível, o qual somado ã ~F dá origem ã confi-
guração deformada ~P vizinha ã configuração original ~F· 
Esta perturbação imposta ao comportamento fundamental do 
painel cilíndrico vem representar os modos críticos e secundá-
rios introduzidos como parte da solução do problema para permi-














• w~ - EXPANSÃO RADIAL 
UNIFORME 
• ., 
FIGURA TIL, 6 - CONFIGURAÇÃO DEFORMADA FUNDAMENTAL 
DO PAl~EL CILÍNDRICO 













nas equaçoes (IV.34) e (IV.35), as deformações especificas e mu 




F ~ [l I 1 I F I J s8 = v 8 + wp + ~ (w 8)2 + v 8 + w + ~ (w 8)2 + w 8 w 8 p, 2 p, p, p 2 P, P, P, 
2 
F F F F 
{[up, 8 + V e+ W e w ] + P,s P,s p,e 
1 I I I F wl F I } 









Nota-se, pelas equaçoes (IV.47), que estes parimetros na 
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sua forma incremental, por terem sido gerados através de uma 
transformação linear, representam a soma das deformações especl 
ficas fundamentais com as deformações especificas incrementais, 
da forma: 
F I 
E S = Eç, + E S 
F I (IV.49) Se = Ee + se 
F I 
E Se = E ç, e + E Se 
e, ainda, que as deformações incrementais podem ser subdividi-
das em termos lineares e quadrãticos, fornecendo 
F s' " E S = E ç, + + E ç, i; 
F E' E" (IV.50) E9 = se + e + e 
F ' E" E ç, 8 = E ç, e + S S 8 + i; e 
onde o super-indice I foi abandonado por comodidade e onde fo-
ram introduzidos('), para os termos incrementais lineares e 
(''), para os termos incrementais quadrãticos. 
Com esta notação, os termos aparecendo em (IV.49) e 





F F F ( wF ) 2 
Ee = vp,e + wp + -2- p,e 
2 
F VF F wF ] [u e+ e+ w e e P, P,s P,s P, 
' [ u P , e 
F 
E Í; 8 = + V p , i; + w i; w 2 p , P , e 
F 
+ w e 
p ' wp ,i;J 
+ 







( w ) 2 
p , i; 
(wp,i; wp,e) 
As mudanças de curvatura sao consideradas lineares: 
F ' Xç; = Xç; + Xç; 
F ' (IV.52) Xe = Xe + Xe 
F 















P 'E; e 
as resultantes 
e momentos internos sao dados 
N E; = 
NF + E; 
N' 
E; 
+ N 11 
E; 
Ne = NF e + N' e 
+ Nu 
e 




+ M' E; 
Me = MF e + M' e 
ME; e 
F 
+ Mke = ME;e 
x' E; 








P 'E; e 
. 














= - V u = V-p , ç, p E 
(IV.56b) 
F o up,e = (IV.56c) 
F o vp = (IV.56d) 
WF = WF = WF = WF = WF = o p , ç, P , e p ,ç,ç, p,ee P , ç, e (IV.56d) 
e, desta forma, as deformações espec1ficas e mudanças de curva-
tura passam a ser 
2 







w p , e e 








Introduzindo as expressoes (IV.57) e (IV.58) na equaçao 
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(IV.33), obtêm-se: 
+ iwF + V e + w + ·-1- ( w ·e )21 2 + 2 V 1/ e L' P P, P 2 P, J L P ,s 
·[wF+V e+W +-p p, p 2 
(w 
8
),1 + 2(1-v) 
p, J 
1 2 
[- (u + V + W W )] + 
2 p,e p,E, p,E, p,e 
+ a. ~wp,E,E,) 2 + (wp,eel' + 2 v (wp,E,E,) (wp,eel + 2(1-v) (wp,E,elJ + 




a. = __ _,_P_ (IV.60) 
1 2 R 2 
Efetuando os cálculos e agrupando convenientemente as 
parcelas resultantes, lembrando a omissão do super-indice I, ve 
rifica-se que 
(IV.61) 
onde V~ ê a energia potencial total do estado fundamental e Vpl' 
VP 2 , vp 3 
e vp 4 são a primeira, segunda, terceira e quarta varia 
çoes de Vp que contêm, respectivamente, os termos lineares, qu~ 
drãticos, cúbicos e quãrticos dos deslocamentos incrementais e 
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suas derivadas, podendo conter uF(À) como parâmetro, conforme a 
seguir se apresenta. 
l 
KR' rl [eº 
[W~ (w~ + '! 
F F F + V WF = u p ,i;) + u i; (up,i; 
J O J -8 o p 2 p, 
KR
2 Jl Jeº V = -- [2 u 
pl 2 o -80 p,i; 
-v 
p2 
(wF + v uF ,)J de di; 
p p '" 
+ (u ,)' (v 
8 
+ w) + (v 8 + w + 2 v u ,) + p,-, p, p p, p p,-, 
1 
+ - (1 - v) [(u 
8
) 2 + (v ) 2 + 2 u 8 v ,J + 2 p, p,i; p, p,-, 
KR' 
p 
{u , (w ,) 2 + (v 
8 
+ w ) (w 
8
) 2 + p,-, p,-, p, p p, =--2 
+ v [uP,' (w )2 + (v 8 + wp) (w ,)' J + " p,8 p, p,-, 
+ (1-v) w , w 8 (u 8 + v ,)} d8 di; p,c, p, p, p,c, 
KR' rl r8 0 
V 4 = - - [(w )
2 
P 2 Jo Le, 4 p,1; 
+ (w 
8
)2 ] 2 de di; 
p' 











Sendo o estado fundamental conhecido, de (IV,56a) e (IV,56b), 
usando (IV.20), obtem-se as igualdades 
= o (IV.67) 
e 
(IV.68) 
que conduzidos ã (IV.62), (IV.63) e (IV.64) permitem verificar: 
(i) Ser constante a energia referente ao estado funda-
mental de equilibrio: 




(ii) Ser identicamente nula a primeira variação do in-
cremento de energia: 
- o 
(iii) O surgimento do parãmetro de carga À na 





2_f l f 8 o 
V p2 = 2 { -
O - 8 o 
(v 
8
+w +2 VU e) p, p p,c, +-2 
+ 2(1-v) (wp,E;S) 2 J} de d<; , 
(IV.71) 
atravês dos termos representativos das rotações 
uF e e deslocamentos wF acoplados com funções in-P,s P 
crementais. Observa-se que a segunda variação e a 
unica a apresentar os efeitos de flexão, restando, 
as variações de ordem mais alta, efeitos puramente 
extensionais. 
(iv) vp 3 e vp 4 permanecem inalteradas. 
IV.3.2. ENERGIA POTENCIAL NA FORMA INCREMENTAL PARA O ENRIJECEDOR 
Dentro de uma mesma formulação incrementa 1, como a rea 1 i 
zada no item anterior, a interpretação do campo de deslocamen-
tos ~s na forma 
F I 
~s = ~s + ~s (IV.72) 
ta 1 que 
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F u I u = us + s s 
V F I (IV.73) = vs + vs s 
w WF I = + ws ' s s 
conduz ã representação das componentes de deformação especifica 
e mudanças de curvatura, omitindo-se o super-indice (!), por: 
= F ( vF ) z ( ) 2 F us,ç; + us,i; + -2- s,i; + -2- vs,i; + vs,i; \,i; 
1 F 
= - [u 
2 s ,;:; 
F VF vF F 
+ US ,r + WS ,e + W e + e r + V e V r + ..., s s ,s s ,s s ,..., s ,s s ,"::> 







Assumindo o estado fundamental de equilibrio do enrijec~ 
68 




us = i; (IV.76a) 
E 
F o (IV.76b) vs = 
w~ 
(J 
= V ( 1 + z; - i; ) (IV.76c) 
E 
F 
u s ' z; = o (IV.76d) 
F F F F F o (IV.76e) 
V S 'i; = V S ' Ç = vs,i;i; = vs,çç = vs,i;ç = . 
Introduzindo-se essas simplificações em (IV.74) e (IV.75), 
vem 
F 
= w + w + -- (v ) 2 s,ç s,ç 2 s,ç 
+ --
2 
( V ) 2 
s ' I; 
(IV.77) 
2 
(u + W + V V ) S,z; S,i; S,Ç S,i; 
e 
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= - -- V 
R s, ç ç 
= - -- vs,f,f, 
R 
R 
Substituindo (IV.77) e (IV.78) no funcional de 
potencial total do enrijecedor (IV.38), obtêm-se 
{[wF + w + - (v )2]2 + [usF,c + u e+ 
S,Ç S,Ç z S,Ç e, S,c, 
1 
+-(v )2]2 




[~2~ (us,ç + ws,i; + vs,ç vs,f,)]2 + 
+ 2 À u e} dç di;. 
s 'e, 
(IV.79) 
Ordenando, convenientemente, os termos de mesmo grau em 
parcelas, a energia Vs ê escrita da forma incremental 
(IV.80) 
onde cada uma dessas parcelas sao dadas explicitamente pelas ex 
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pressoes a seguir apresentadas. 
KR 2 l y 
VF = n -- J f [wF (wF + V l ) 
s 2 0 J_y s,ç s,ç s,s 
(IV.81) 
+ 2 À u e] dç ds 
s 'e, (IV.82) 
VS 2 = n _K_R_2_ ( Jy { ( V s ) 2 ( WFS r + V U F e) + ( V ) 2 ( / e + V WF ) + 
2 Jo -y ,e, '"' S,c, S,s S,c, s,ç 
1-v 
+ (w ) 2 + (u )2 + 2 v u e w + --[(us,) 2 + (ws,c) 2 + S,c, S,S S,c, S,Ç 2 e, e, 
(IV.83) 
KR 2 rl rY 
= n J J {W ( V ) 2 + U 2 o -y s,ç s,ç s,s 
(IV.84) 
KR
2 Jl rY 1 
V 4 = n -- J -[(v )2 + (vs ,c)2]2 dç ds 
s 2 O -y 4 s 'ç "' 
(IV.85) 
Com o estado fundamental conhecido (equações (IV.76a) e 
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( i ) VF s = 
constante (IV.88) 
( i i ) V 
S 1 
- o (IV.89) 
( i i i ) V 
s2 
KR
2 t rY 
= ri-- J {- À(V ) 2 
2 o -y s ,E: 
+ (w )2 + 
s,ç (us ,1;)2 + 
1-v 




e Vs 4 permanecem inalteradas. 
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CAPITULO V 
FUNCIONAIS DE ENERGIA POTENCIAL TOTAL E 
- - , 
EQUACOES NAO-LINEARES DE EQUILIBRIO 
V,l, CRITÉRIOS DE ENERGIA PARA ESTABILIDADE E PRINCfPIO DE 
ESTACIONARIBDADE 
A energia potencial total do sistema painel-enrijecedor 
apresentado em (IV.26), 
pode ser escrita na forma adiante, através da utilização das no 
tações de (IV.61) e (IV.80), 
( V • 1 ) 
onde, agora, 
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UF = UF + UF (V. 2) -P -S 
UI = u I + u I (V. 3) -p -s 
e 
UF I (V. 4) u = + u 
sendo~ um campo de deslocamentos sob açao de cargas "quase-es-
tãticas" conserva tivas, associadas a um unico parãmetro funda.-
mental de carregamento, À. 
De acordo com o critêrio de energia de Lagrange, para 
essa configuração de equilTbrio ser estãvel, a energia potencial 
total, consistindo da soma das energias interna e externa, tem 
que ser um mTnimo relativo e complet~ com respeito ãs energias 
potenciais totais associadas a todos os estados vizinhos cinema 




Para o equilTbrio estãtico, de uma estrutura sob carreg! 
mento À fixado, ê necessãrio e suficiente que a energia poten-
cial total de sistema, V(~;À), seja estacionãria com respeito 
ao campo de deslocamentos ~ que caracteriza uma configuração de 
equilTbrio. Assim, se esta configuração ê cinematicamente ad-
missivel, pelo princTpio de estacionariedade de energia, tem-se 
que o estado ê de equilTbrio estãtico se 
(V. 6) 
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para todas as variações admiss1veis ou do campo de deslocamen-
tos. 
Como a configuração original e um estado de equil1brio, 
V1[u 1;uF(À);À] e identicamente nula. Com isto, sendo uF cons-
ta n te , a equação (V.6) pode ser aplicada diretamente sobre a 
variação de energia .na forma: 
(V. 7) 
A discretização deste funcional é realizada assumindo-se 
para o campo de deslocamentos ~! as formas apresentadas neste 
trabalho pelas equações (III.17) e (III.13). O resultado disto 
é o funcional aproximado 
L\V*(u ;À) = L\V* + L\V* p s (V. 8) 
Nota-se que esta discretização é, na real idade, uma apl ic~ 
çao do método direto de RAYLEIGH-RITZ, quando se introduz em 
(V.7) um sub-conjunto (III.4) de funções pertencentes ã solução 
da equação diferencial do problema dado pelas funções (III.2). 
Convém observar que, individualmente, além dos modos cr, 
ticos clássicos, nem todos os demais modos constantes dos cam-
pos de deslocamentos descrito em (III.4) atendem necessariamen-
te ãs condições de bordo de casca bi-apoiada. Entretanto, es-
tes modos são continuamente diferenciãveis até a ordem necessa-
ria para a definição ao funcional (V.7) em seu dom,nio de vali-
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dade; eles constituem uma seqUência de funções completa e apr~ 
ximam, no somatõrio, ãs condições de contorno exigidas. O atendi-
mento dessas condições de contorno ê realizado pela 
de (II. 7). 
imposição 
V,2, DISCRETIZACÃO DO FUNCIONAL DE ENERGIA POTENCIAL TOTAL DO 
PAINEL CILÍNDRICO 
A discretização do funcional de energia potencial total 
do painel cil1ndrico se dã pela substituição do campo de deslo-
camentos (III.1@ na expressão da variação de energia 
= V - VF = p p (V. 9) 
conforme equaçoes (IV.71), (IV.65) e (IV.66), respectivamente. 
Desta forma, a variação de energia potencial total do 




K Jt f 8 o 2 2 




+ v[u '"(wp 8)
2 
+ (v 8 + wp) (w '")
2
] + p,., , P, P,s 
+ ( 1-v) w w 8 ( u 8 + v '") + P,s P, P, P,s 
2 2 
+ ( w 8) 1 } d eds p, 
(V.10) 
Introduzindo em (V.10) os modos incrementais aproxima-
dos (III.16), 
vp = v2 sen qs sen pe + Vs (cos 2qs-1) sen 2p9 
wp w2 sen qt; cos pe + w3 cos 2qt; + w. cos 2qt; cos 2pe + 
+ W6 CDS 2qs CDS 4p8 + W7 (CDS 4qs+3) COS 2p8 , 







{- Àf~ + f~ + f~ + 2fe + f~ + 2v(f~ + f~) + 
1-v 
+ -- (f~ + f~ + 2f~ol + 
2 
+ a[f~ 1 + f~ 2 + 2vf~ 3 + 2(1-v) f~,J + 
P P P (P P P) + f1s + f1s + f17 + V f1a + f19 + f20 + 
+ (1-v) (f~ 1 + f~2) + ~
1~ (f~, + f~, + 2f~ 5 )} 
4 






l r r, • · (w i;l' d9dE; o -80 p, 
fp 
' t r9º • (u ,l' d9ds o -eo p. 
fp 
' t r9º = (v )' d9dl; O -e, P,9 
fp r r, 
' e O -80 Vp·,e 
wp ded, 
fp t r9º • (w )' ded, ' o -e, P 
fP r r, 
' • . vp 9 "P, dedi; o -: eº • • 
Jl Jªº .. o -eº 
Jl Jªº • (u 9)' ded, o -80 p, 
Jl Jªº = (v rl' ded, o -eo ph 
p rt ,e, 
f,, • Jo l-e, up,e vP,s dBdl; 
Jl Jªº • (w ,,)• dedi; o -eo p, .. ., 
f~, Jl Jªº • (w 90 )• dedi; o -ao p, 
f~, ·• Íl Í
9
' wp r< w ee dBdl; 
Jo J ... eo '""' P, 
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p Jl Jªº f" .= (w ,al' dedE; o -eo p, 
Jl Jªº up· e (wp ,)' dBdl; o -e o .... • 
p Jl Jª o f
16 
= v· 0 (w 0)• dBdi; o -eo p, p, 
J
l Jª o • w (w 
0
)• d9ds 
o -e, P P, 
Il Jª o = u , ( w e)' d Bd s o ~ao p,., p, 
p Jl Jª o f 19 = v 0 (w ,)' ded, o .-eo p, p ..... 
fl Jªº f~, = w (w ,)' dedi; o -e, P P,, 
p Jl Jªº f,,. w • w 6 up 9 dedi; Q -eo p,., p, I 
p Jl Jªº f 22 • W , W B V r dBdE; 
0 -80 p,., p, p,., 
p 
f" Jl Jªº • (w 9)' ded, o -80 p, 
Jl Jª' f~, • (w ,)' (w 6)• dedi; 0 -80 p,., p, 
(V.12) 
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Estas funções, devidamente integradas, sao as abaixo des 
cri tas. 
. 1 ) 
f~ = l 60 q2 (-
2
- w~ + 4w; + 2w~ + 2w! + Bw; ~ 
q 32 32 32 128 
W2 w7) +- (- -
3
- W2 W3 - --W2 Ws +-- W2 Ws -














- l 6 0 p ( v 2 w 2 + 2v 5 w 5 - 12v 5 w 7) + 
(-~ v2 
4 4 176 32 
W2) +- W3 - - V2 Ws +-- V2 Ws +--V2 W7 - -- Vs q 9 45 45 9 
(V.13d) 
fP = l 60 (+ w; + w2 + - w2 +-w2 + ~- w2) + 5 3 2 5 2 6 2 7 
(-+ w2 8 8 352 W2 W7) +-- W3 - -w, Ws +-- W2 W6 + pq 9 45 45 
(V.13e) 
fp 
1 32 32 






1 1 ( 4 
= l 80 q (- -
2
- U2 W2 + 2 U3 W3) + -p- -
3
- U2 113 
4 
- --· LI2 W5 -
45 
= -l 80 p2 u2 
2 
2 
= l Bo q 2 (-
1









- ---- V 
9 p 2 
8 
= - - l 8, pq 
2 









(-~w 3 2 





(- -9 w2 
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(~ w~ + 8w! + 32w! + 32w~) + 
32 




w2 w7 ) 




( ~ w; + 8w~ + 32w~ + 32w;) + 
+ pq (-
128 512 512 
W2 W7) W2 W5 + w, w, -




f~ 5 = l 80 q
3 
(u2 W2 W3 
2 
+- U2 W2 Ws - - U3 W2 + 8 U3 Ws W7 - 8 U3 W3 -
2 2 
- 4 u 3 w~ -4 u 3 w~ -16 u 3 w~) + 
q2 (-+ U2 128 896 3.968 +-- 2 2 2 2 W2 - U 2 W3 - U2 Ws - U2 W6 -
p 15 225 945 
14.336 256 256 1. 024 
2 
U2 W7 - U2 W, Ws + U2W3Ws+ U2 W3 W7 -
945 45 225 315 
4.864 1. 024 19.456 
U2WsWs+ U2 Ws W7 + U 2 w, W7 + 
1. 575 225 11. 025 
256 256 256 1. 024 
U3 W2 W7) +--U3 W2 W3 + --- U3 W2 Ws - LI 3 W2 Ws -






= l eo p3 (- ~2~ v2 w2 w5 + 3v 2 w2 w7 - 8v 5 w5 w6 + 24v 5 w6 w7 + 
3 
+-V 



















V2 W~ + 
1 . 024 
225 















V5 W2 WG + 
(V.13p) 













P e , f 18 =l opq 
2 
Ws - 3u2 W2 W7 - - U3 W2 + 28u, Ws W7 -
2 
- 4u 3 w~ - 16u 3 w~ - 76u 3 w~) + 
+ p (-+ U2 W~ - 896 2.048 366.592 U2 w2 - 2 2 5 U2 W5 - U2 W7 -
225 135 4.725 
1.024 23.552 126.976 
U2 Ws W5 + U2WsW1+ U2 W5 W7 + 
225 4. 725 11. 025 
256 3.072 3. 776 
U3 W2 W1) + U3W2Ws- U 3 W2 WG -





= l 8 o pq 2 - V 2 W 2 W 3 - -
5
- V 2 ~/ 3 
2 
W 5 - - V 5 W 3 - 8v 5 W 3 W 5 -
4 
-2VsW3W5+9VsW3W7+4V5W5W7) + 
+ q ( : V2 
2 128 2 896 3.968 2 2 
W2 + V2 W3 + V2 Ws T V2 WG + 
15 225 945 
2.048 2 256 256 1.024 
+ V2 W7 + V2W3Ws- V2 W3 W5 - V2 W3 W7 + 
135 45 225 315 
4.864 1.024 19. 456 
+ V2WsW5- V 2 W s W7 - V2W5W7-
1. 575 225 11.025 
256 1 • 792 3.904 
Vs W2 W3 + ·vs W2 Ws + VsW2W5-
45 225 1 .575 
1.024 





+ 4 w~ w7 + 18w 3 w5 w7 + 9w 5 w6 w7)+ 












W2 W~ + 
512 
225 
1 • 216 
W2 W~ + 










4 64 256 17.408 
+ p -
9 
u 2 w~ + -- u 2 wi + -- u 2 wi + ---- u 2 w~ 
225 945 4. 725 
64 














f~ 2 = .e. 80 pq' (-
2
- v 2 w2 w 3 - -
2
- v 2 w 2 w 5 - -
2
- v 2 w 2 w 7 + 4 v 5 w~ -
- 1 Ov 5 w 3 w 7 + v 5 w G w 1) + 











+--v2w3w5- V2W3WG+ V2W3W7+ 
45 225 315 
+ 




1 . 575 
512 




- -- Vs W2 V/3 + Vs W2 Ws + V2 W2 WG + 
+ 
45 225 1.575 
22.528 
1.575 
Vs V/2 W7) 
V2 W~ + 
(V.13v) 
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f~ 3 = l e, q 4 (-
9
- w'.; + 12wi + 9w~ + 9w~ + 72w'!, + 6w~ w3 W5 + 3w~ w5 w6 + 
32 · · 












1.024 18.432 72.192 1.179.648 
--- W2 wl - W2 w~ + W2 wl - W2 w} -
35 875 25. 025 25. 025 
2. 048 2. 048 8. 192 
21 175 315 
2.048 137 .216 24.576 
35 2.625 875 
63.488 1.251.328 622.592 
---- W2 Ws wt - ----- W2 W5 Wt - W2 W3 w~ -
735 28.875 2.475 
1.867. 776 41. 713.664 
----- W2 W5 w~ - W2 Ws w~ -
9.625 363.825 





11 • 025 (V.13w) 
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9 9 




w~ + 3w~ wf + 12w~ w~ + 
32 
+ 57w~ w~ + 72wf wi + 126w§ w~ + 912wi w~ - 6w~ w5 w6 - 21w~ w5 w7 + 
) 
p 3 128 1 . 536 
+ 21w~ WG W7 + -- (- w~ Ws - w1 WG + 























W2 W5 WG -
W2 Wi + 
30.244.864 
40.425 





W2 WG W7 + 
316.276.736 
363.825 
W2 wt W7) 
2 
W2 W5 W7 -
2 




w~ w~ + -- w~ w~ 
2 2 
5 19 3 
( 64 2 56 3,776 1. 088 1. 024 
+ pq -- wl w, - wl w, + wl w, + ---- W ! W 1 -
45 225 11. 025 225 315 
4. 096 1. 024 22.528 3.072 
+ w, wl w, + w, wl w, - W 2 W f + w, w, 
1. 5 75 15 11.025 525 
54.272 191.488 1.553.40B 188.416 
33.075 6.615 4.729.725 6.615 
1.069.822 








w, wl + 
6.620.416 ) 








w, w, wl + -















V.3. DISCRETIZACÃO DO FUNCIONAL DE ENERGIA POTENCIAL TOTAL 
DO ENRIJECEDOR 
Analogamente ao realizado para o painel cilíndrico, a va 
riação de energia potencial total do enrijecedor perfeito, 
6V = V 
s s 
(V.14) 
conforme as equaçoes (IV.90), (IV.84) e (IV.85), e escrita 
( WS ) 
2 + ( U e) 2 + 2v U e W + ,ç s,.., s,.., s,ç 
1-v 
+ -- (u + w c)2 + z s,ç s,.., 
+ ( 1-v) V r V e ( U r + WS e) 




} dÇds . 
(V.15) 
Pela introdução do campo de deslocamentos (111.18), 
90 
us = u3 (sen 2qt; - 2qE;) + (ç-s) [(vJ 3 - w5 + wsl 2q sen 2qt; -
- w1 4q sen 4qE;] 
ws = (1+ç-E) [(w 3 - Ws + Ws) cos 2qE; - W1 (cos 4qt; + 3)] , 
em (V.15), notando que vs,çç=O, a variação de energia aproxima-
* da 6Vs pode ser dada por 
R2 K 1-v 
= n ~~ {- À fi + f~ + f~ + 2 vf~ + ~~ (f~ + f~ + 2f~) + 
2 2 
2 s s s s (s s +na [fa + 2(1-v) f 9 ] + f10 + f11 + v f12 + f1 3 ) + 
+ (1-v) (fi, + fis) + ~ (fis + fi1 + 2fia)} 
4 





lO fY (v )' d,;df; Ly s,, 
rt Jy (w )' d,;df; 
• lo -Y s,,; 
rt Jy 
• lo -Y (us,,l' d,;df; 
. i~· cy 
. J~ J\ 
. J~ cy 
. J: ry 
"s ,C w, ,,; d,;dr, 
(u )' d,;df; s.,; 
(w ,)' d,;df; s ,, 




l Jy ws,,; (v,,,;l' d,;dl; ) o -y 
s 
f 11 • 
Jl JY "s,C (vs,cl' d,;dl; ó -y 




f~, • fl fy ws,,; (v,,,l' d,;df; 
o -y 
f~, • fl fy v,,,; vs,i; "s,,; d,;df; 
O -Y 
f~,. Jl JY vs,,; vs,, ws,, d,;d, 
O -Y 
(v )' d,;df; 
s • f; 
(V.17) 
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Estas funções f~, devidamente integradas, assumem as ex-
pressoes agora apresentadas. 




f~ = yl {12q 2 U 2 - 16 Eq 3 u3 (w 3 - Vis + WG) + 
16 
+-- q" (y2 + 3E2) [(w, - Ws + W5) 2 + 16 
3 
f~ = - yl {2q U 3 ( W3 - Ws + V/5) + 12q U 3 w, -
- 4q 2E [{w 3 - Ws + ws) 2 + 4w~J} 
w~J} 
4 
f! = yl - q2 [2{1-E) 2 + y2] [(w3 - W5 + W6 ) 2 + 4w~J 
3 
f~ = Yl q4 [{V2 - EPW2) 2 + - y 2 p2 wn 
3 












= - y.l - p 2 w~ [W3 - Ws + WG + 6W1] 
2 
(V.18j) 
W~ - 6E pq 3 U3 V2 W2 + 
+ 2q 4 (w, - Ws + WG) ~ dv2 - EPW2) 2 + y 2 p W2 ~: V2 - EPW2)} 
~V.18k) 
1 
x [(v2 - Epw2) 2 + - y2 p2 w~J 
3 





f1s = - y.l pq 2 w, (w3 - W5 + w,) [(1-E) (v2 - EPW2) + - y2 p W2] (V .180) 
3 





ff 7 = yl ~3~ q4 ~V2 - EPW2) 4 + 2y2 p2 w~ [~ p2 w~ + (v2 - EP W2)~l 












V,4, ESTABELECIMENTO DO SISTEMA DE EQUACÕES NÃO-LINEARES DE 
- -
EQUILÍBRIO 
Uti1izando as parcelas dos funcionais (V.10) e (V.15) jã 
integradas, equações (V.13) e (V.18), a variação da energia po-
tencia1 tota1 aproximada do sistema paine1-enrijecedor, é es-
crita como em (V.8), 
V*(u ;À) = !1V* + !1V* 
p s ' 
ou, pelo que se apresenta adiante. 
sendo 
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1 p p 
+ - (f23 + f,.) 
4 
1 -
+ - f~s + v[2(f~ + f~) + f~s + f~9 + f~o] + 
2 
+ (1-v) [ ~ (f~ + f~) + f~o + f~1 + f~2] + 
+ a[f~ 1 + f~2 + 2v f~3 + 2(1-v) f~"~ + 
R2K f s s s s s 1 s s + [- Àf1 + f2 + f3 + f10 + f11 + - (fl6 + f17) + 
2 4 
+ 11(1-v) G~ (f~ + f~) + f~ + fi4 + fis] + 
(V.19) 
Ap1 icando o Principio da Estacio-nariedade - em (V.19) vem 
(V.20) 
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Li_ u(u2;U3;V2;Vs;W2;W3;1t11s;W6;W7) (V.21) 
ou, genericamente, 
Associando cada uma das nove componentes de~ em (V.21) 
a amp1itudes wi, a extremização de V*, jâ discretizado, conduz 
a 
3V* 
3W · l 
(u;\); O (V.23) 
gerando um sistema de nove equaçoes a1gebricas não-1ineares de 
equi1ibrio. 
Estas equaçoes serao apresentadas a seguir nos 
V.1, V.2 e V.3, da forma: 
Quadros 
QUADRO V.1 - Duas equaçoes nao 1ineares de equi1ibrio re1ativos 
as amp1itudes u2 e u 3 
axia1 u; 
do deslocamento 
QUADRO V.2 - Duas equaçoes não-1ineares de equilibrio relativas 
ãs amp1 itudes V2 e Vs do deslocamento circunferencial v; 
QUADRO V.3 - Cinco equaç6es não-1ineares de equi1ibrio re1ativos 
as amp1 itudes W2, w,, w5 , w6 e w7 ao des1ocamento 
radia1 w. 
Quadro V.1 - Equações de equilíbrio relativas ao deslocamento axial u 
Começo da 1~ equaçao 
a V* 
3U2 




8v 8v 8v 352v 
U 3 -
+ -- W3 + Ws - WG - . W7 -








[(3v-1) p2 + 2q 2] w~ + l8o q [(v-1) p2 + 2q 2] W2 w3 + 
2 
(9v-1) Vs - vl8 0 q W2 + 




l8o p2q (3v-1) W2 W1 -





[(v-1) p 2 - 4q 2 ] w, Ws 
256 256 
( ) 2 2 ( ) '2 2 [v-1 p -q]WsWG+ [23v-1 p +4q]W3W7-
225p 315p 
Continua 
Quadro V.1 - Equações de equilibrio relativas ao deslocamento axial u (continuação) 
Continuação da 1? equação 
64 64 
[{15v-1) p 2 + 14q 2 ] w~ - [{81v+31) p 2 + 76q 2 ] w5 w6 
225p 1575p 
512 128 
[{Sv-51) p 2 - 42q 2 ] Ws w, - [2(57v-1) p 2 + 31q 2 ] w! + 
4725p 945p 
256 1024 
+ [(681v-185) p 2 + 76q 2 ] Ws w, -
11025p 4725p 
[(375v-17) p 2 + 70q 2 ] w~; O 




Quadro V.1 - Equações de equil1brio relativas ao deslocamento axial u (continuação) 
Começo da 2g equaçao 
a V* 3 2 q 64 
U2 + 24 f8o q 2 U3 - V V2 -= 






W 2 + 4 V [8 o q W 3 -
q 2 2 56 









(413 V p 2 + 16 q 2 ) W2 W7 - 8 l8o q 3 w2 -3 
- 4 l8o q (v p2 + q 2 ) w: + 4 l8o q (7 V p2 + 2 q 2 ) Ws w7 - 4 l8o q (4 V p2 + q 2 ) 
- 4 l8 o q ( 19 V p 2 + 4 q 2 ) w; + 11yl {24 q 2 u 3 - 4 q ( 4 E q 2 - V) ( w 3 - w 5 + ws) + 
+ 24 V q W7 - 6 E pq 3 V2 W2 - q 3 v; - p2 q 






Quadro V.2 - Equações de equilibrio relativas ao deslocamento circunferencial v 






- -- l8o pq (v+1) U 2 - u 3 + l8o [2p2 - ( v+ 1 ) q2] V2 -
2 3 2 
32 8 8 352 
[2p 2 - (v-1) q 2 ] Vs + .f.80 P V/2 -
8 
é3q 
Ws + WG + W7 + 
9q 45q 45q 9pq 
4 
+ -- [2p 2 + (3v-1) q 2 ] w~ -
9q 2 
l8o pq 2(3v-1) W2 W3 -
2 
l8o p(p 2 + q 2) W2 Ws + 
3 128 64 







(19v-23) q W3 W7 + ---
225q 
15 45 
[14p 2 + (15v-1) q 2 ] w~ + 
o 
o 
Quadro V.2 - Equações de equil1brio relativas ao deslocamento circunferencial v (continuação) 





[62p 2 - (3v-17) q 2 ] Ws W7 + 1575q [112p
2 + (45v+31) q 2 ] Ws WG -
128 2 56 
+ [112p 2 + (33v-2) q 2 ] wJ - [496p 2 + (261v-185) q 2 ] WG W7 + 
945q 11025q 
51 2 
[311p 2 + 2(87v-17) q 2 ] w~ + rryl {:2q 2 (\-r,2aq 2 ) V 2 + 2spq 2 (\-r,2aq 2 ) W2 -+ 
4725q 
9 
- 2q 3 u 3 V2 - 6s pq 3 u 3 W2 + q
2 (v-4sq 2 ) (v, 1'1 3 - Vz Ws·+ Vz w.) - 6vq 2 V2 W7 4 - - E.:pq 
4 





p 2 q 2 [3q 2 (Js 2 +y 2 ) + 1] V2 w: + pq 2 [4q 2 y• ) (s• +-3- + 3 
e, 
Quadro V.2 - Equaç6es de equilTbrio relativas ao deslocamento circunferencial v (continuaçio) 
Continuaçio da Jg equaçao 
+ E(1-2v)J (W2 W3 - W2 Ws + W2 WG) + 6v Epq 2 W2 W7 -
Fim da 3ª equaçao 
4 




Quadro V.2 - Equações de equilibrio relativas ao deslocamento circunferencial v (continuação) 






U2 - [2p 2 - (v-1) q 2 ] V2 + 21.eo [6p 2 - (v-1) q 2 ] v 5 
9 9pq 
W2 + 21.80 p Ws - 121.80 p W7 + 




(2v-1) q W2 W3 -
256 
225q 




[528p 2 - (129v-68) q 2 ] W2 W& + 
1024 
1.575q 
[27p 2 - (29v-22) q 2 ] W2 W7 
- 8vl.8o pq 2 w3 Ws - 2vl.8o pq 2 w3 w6 + l.80 pq 2 (19v-10) 
- 81.80 p 3 w5 w6 + l.80 p[24p 2 + (3v+1) q 2 ] w6 w7 = O 





Quadro V.3 - Equações de equilTbrio relativ~s ao deslocamento radial w 
Começo da Sê equaçao 
âV* 64v 64 
= - V L8o q U2 - U3 + L8o p V2 - Vs + L8o [1-\q 2 + a(q 2 +p 2 ) 2 ] W2 -











[1-4:\q 2 + 4aq 4 ] W3 -
9pq 
{1-4:\q 2 + 4a[p 4 +q 4 - 2(3v-4) p 2 q 2 ]} w5 + 
{1-4:\q 2 + 4a[2p 4 +q 4 - (27v-32) p 2 q 2 ]} w6 + 
{11+4:\q2 + 4a.[11p 4 -q 4 + 2(9v-4) p 2 q 2 ]} W1 -
8 
9p 
[(3v-1) p 2 + 2q 2 ] U2 W2 + L8o q [(v-1) p 2 + 2q 2 ] U2 Ws + 
2 
Quadro V.3 - Equações de equil1brio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 
Continuação da 5il equaçao 




l8 0 p 2 q (3v-1) u, W 7 - l8o q (3vp 2 +q 2 ) Ua W2 + 
Continua 
256q 2 256 256 
+ u 3 Wa + (3vp 2 +q 2 ) U3 Ws - --- (12vp 2 +q 2 ) u 3 
15p 45p 225p 
64 8 
(413vp 2 +16q 2 ) U 3 W1 + [2 p' + (3v-1) q'J v, w, -
315 p 9 q 
l6o p (p 2 +q 2 ) V2 Ws + 
2 






+ -- leo p [3p 2 - (2v-1) q 2 ] V5 W2 + (2v-1) q Vs W3 -
2 45 
Ws -
p [2p 2 + (v-1) q 2 ] V2 W7 + 
e, 
u, 
Quadro V.3 - Equações de equilíbrio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 
Continuação da 5il- equaçao 
256 64 
[3p 2 - (5v+2) q 2] v 5 w5 + [528p 2 - (129v-68) q 2] v 5 w6 + 
2 2 5q 1 5 7 5 q 
1024 8 2 
+ [27p 2 - (29v-22) q2] V s W7 + (p,+vq2) W2 - -- te 0 (p,+4vq2) W2 W3 -
157 5q 3pq 2 
3 3 32 32vq 
- -- .l'.80 (p,+vq2) W2 W s + .l'.80 (3p 2+vq 2) W2 W7 + w2 + (21p 2+2vq 2) Wa Ws -3 
4 2 5p 15pq 
64 16 672 
--- (14p 2+3vq 2) Wa WG - --- (248p 2+343vq 2) w3 w7 + .. (p 2 +vq 2) w! + 
225pq 315pq 225pq 
32 16 32 
+ --- (147p 2 +38vq 2) Ws WG - ---- (1488p 2 +2401vq 2) w5 w7 + --- (140p 2+31vq 2) 






Quadro V.3 - Equações de equilTbrio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 
Continuação da 5ª equaçao 
+ 
16 32 













(2777p 2 +112vq 2 ) w~ +--l60 (p"+q") wi + 
32 




[9(84p 4 +7q 4 ) - 59p 2 q 2 ] W2 Ws + 
3675pq 2 
Continua 
Quadro V.3 - Equações de equil1brio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 
Continuação da 5<!- equaçao 
Continua 
32 
+ ~- l8 0 p 2 (21p 2 +16q 2 ) W2 w6 W7 + 
2 
[108(3p 4 -q 4 ) + 119p 2 q 2 ] W~ W7 + 
525pq 

















(25p 2 +57q 2 ) W3 Ws w6 -
(3697p 2 +2016q 2 ) W3 Ws W7 + 
512q 
1575p 
(4p 2 +9q 2 ) W~ WG + 
128q 
(184p 2 -279q 2 ) W3 W~ + ~~~~ 
99225p 
(4933p 2 -5472q 2 ) W3 W6 W7 + 
+ 
= 00 
Quadro V.3 - Equações de equil1brio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 






(21p 2 -4q 2 ) W~ W7 -
256q 
(15197p 2 +12768q 2 ) W3 W~ 
51975p 
512 256 
[81(5p 4 +7q 4 ) + 110p 2 q 2 ] w~ + [63(135p 4 -134q 4 ) - 530p 2 q 2 ] w~ w6 
55125pq 165375pq 
[1536(13680p 4 +4277q 4 ) + 2674555p 2 q 2 ] W5 W~ 
606375pq 
128 
[288(508p 4 +67q 4 ) + 25861p 2q 2 ] Ws Ws W7 +· 
297675pq 
512 




Quadro V.3 - Equações de equilibrio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 







[96(4615p 4 +1197q 4 ) ~ 97915p 2 q 2 ] W5 wi + 
512p 
[81(5376p 4 +329q 4 ) - 6068p 2 q 2 ] wl + -~~~ 
363825q 
+ [32(3692p 4 -1273q 4 ) + 36949p 2 q 2 ] w6 wi 
363825pq 
(154432p 2 +9141q 2 ) wg W7 + 
512 




Quadro V.3 - Equações de equilíbrio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 
Continuação da 59 equaçao 
+ p q 2 [4 q 2 (s 2 + +) + E( 1 - 2 \! ~ ( V 2 W 3 - V 2 W s + V 2 W 6 ) + 6 \! E p q 2 V 2 W 7 








s p 3 q 2 [3(s 2+y 2 ) q 2 + 1] V2 w~ p 2 [1 + 4s(s 2+y 2 ) q 4 ] + p 2q 2 [s(4v+3VE-2E) + 
+ Y 
2 
( \! - + )~ ( W 2 W 3 - W 2 W 5 + W 2 W 6 ) - 6 p 2 G q 2 ( E 2 + +) + ,] W 2 W 7 + 
+ --
4 
+ 3 q4 
y 4 y 2 :-1 ,l (-5- + 2s2y2+s4) + 2q2 (-3- + s2)J w~ = O 
Fim da 59 equaçao (V. 28) 
Quadro V.3 - Equações de equilTbrio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 











[1-4A q 2 + 4aq 4 ] w2 + 2l8o [1-4A q 2 + 16a q 4 ] w3 + 
3pq 


















[23(v-1) p2 + 4q 2 ] U2 W7 + u, W2 - 16l8o q 3 u, w, -
15p 
l8o pq 2 V2 W2 + 
256 
1 5 
vq V 2 W 3 + 
64 
45 
( 3 V+ 1 ) q V 2 W s -
256 
225 
q V2 Ws + 
(19v-23) q V2 W7 + 
256 
45 
q (2v-1) Vs W2 - Bv l8o pq 2 Vs Ws - 2v l8o pq 2 Vs Ws + 
N 
Quadro V.3 - Equações de equilibrio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 
Continuação da 6~ equaçao 
+ l8o P1 (19v-10) Vs w, -
4 
64 
(14p 2+3vq 2) W2 Ws -
225pq 





V W2 W3 + 
1 5 pq 





(p2_3q2) W~ + f8o q2 (p2 + 3q2) J-,_ W3 -
768q 3 
35p 
W 2 W§ -
Continua 
1 024q 
31 5 p 
(p 2+15q 2) W2 Wa Ws + 











(21p 2-4q 2) W2 W3 W7 -
(25p 2+57q 2) W2 Ws Ws 
w 
Quadro V.3 - Equações de equilibrio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 
Continuação da 6g equaçao 
Continua 
128q 
(3697p 2+2016q 2) W2 Ws W7 + 
512q 
6615p 
(184p 2-279q 2) W2 wl + 
14175p 
128q 
(4933p 2-5472q 2) W2 WG W7 - 2L8o p 2q 2 W~ W7 -
256q 
(15197p 2+12768q 2) W2 W~+ + 
99225p 51975p 
+ 12L8o q" wl + 2!8
0 
q 2 (p 2+9q 2) w3 wi - 4L8 0 p2q 2 w3 w5 w7 + 2L8o q 2 (4p 2+9q 2) w3 wi + 
1 
+ ~- l8o q2 (193p 2+192q 2) w, w~ + 3l8o q 2 (p 2+3q 2) wi WG 
4 
- 12L8o p2q2 w5 w~ - 2L8o q2 (p 2-12q 2) WG w~ + 
Quadro V.3 - Equações de equilibrio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 
Continuação da 69 equaçao 
32 
3 
p2 t: + 2Eq" (E2+y2) - q2 [E(2v + 
Fim da 69 equaçao 
3 
2 
VE - E) + y
2 
(~ V - + )]} W~ = Ü u, 
(V.29) 
Quadro V.3 - Equações de equillbrio relativas ao deslocamento radial w (continuaçio) 
Começo da 7? equaçao 
av* Bv 8 8 
= ~- u 2 - ~- V2 + 2l8o p v 5 - {1-4Àq
2 + 4a[p 4 +q 4 - 2(3v-4) p2q 2 ]} w2 + l8 0 [1-4Àq 2+ 
aw s 9p 9q 9pq 
1 64 128 
+ 16a[p 4 +q 4 +2p 2q 2 ] Ws + - l8o q(p 2 +q 2 ) U2 W2 + [{v-1) p2 -4q 2 ] U2 W3 - [{15v-1) p2 + 14q 2 ] U2 Ws -
2 45p 225p 
64 512 256 
--- [{81v+31) p2 + 76q 2 ] U2 Ws - [(5v-51) p2 - 42q 2 ] U2 W7 + (3vp 2+q 2 ) U3 W2 -
1575p 4725p 45p 
- 8l8o q (vp 2+q 2 ) U3 Ws + 4l8o q (7vp 2+2q 2 ) U3 W7 - - l8o p(p 2 +q 2 ) Y2 W2 + 
2 
64 128 
+ -- (3v+1) q Y2 W3 + [14p 2 + (15v-1) q 2 ] Y2 Ws + 
45 225q 
Continua 
Quadro V.3 - Equações de equilibrio relativas ao deslocamento radial w (cdntinuacio) 








[112p 2 + (45v+31) q 2 ] V2 w6 -
1575q 
[62p 2 - (3v-17) q 2 ] V2 W7 
[3p 2 - (5v+2) q 2 ] Vs W2 - 8v l8o pq 2 Vs W 3 - 8l8o p 3 Vs w6 
32 3 
8 
l8o (p 2 +vq 2 ) w~ + (21p 2 +2vq 2 ) W2 W3 + 
1344 
225pq 
(p 2 +vq 2 ) W2 Ws 
15pq 
32 1 6 
+ ----
525pq 
(147p 2 +38vq 2 ) W2 Ws -
1575pq 
(1488p 2 +2401vq 2 ) W2 W7 + 
+ 2l8o (7p+9vq 2 ) W3 W7 + l8 0 (19p 2 +9vq 2 ) W6 W 7 
+ 
Quadro V.3 - Equações de equilibrio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 





1 7 5 p 
128q 
[9(p"+q 4 ) + 4p 2 q 2 ] w~ -
(p




l8o q 2 (p 2 -3q 2 ) w~ W 3 -
(25p 2 +57q 2 ) W2 W3 Ws -
512q 
315p 
(p 2 +15q 2 ) W2 W~ + 
(3697p 2 +2016q 2 ) W2 W3 W7 + l8o [3(p 4 +q 4 ) + 2p 2 q 2 ] w~ w5 -
14175p 2 
512 
[81(5p 4 +7q 4 ) + 110p 2 q 2 ] W2 wi + 
18375pq 
512 




Quadro V.3 - Equações de equil1brio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 
Continuação da 7~ equaçao 
1024 
+ [36(635p 4 -63q 4 ) + 4675p 2 q 2 ] W2 Ws W7 -
165375pq 4 
[1536(13680p 4 +4277q 4 ) + 2674555p 2 q 2 ] w2 w~ 
606375pq 
128 




[96(4615p 4 +1197q 4 ) + 97915p 2 q 2 ] W2 W~ + 
Continua 
Quadro V.3 - Equações de equi1Tbrio re1ativas ao des1ocamento radia1 w (continuação) 
Continuação da 7ii equaçao 
9 
- 12l8a p2q2 W3 wj + ~- l8a (p 4 +2q 4 ) W§ + l8 0 [9(4p 4 +q 4 ) + 5p 2q 2] W5 wg 
2 
- 3f8o p2q2 w~ W7 + 9l8a (7p 4 +4q 4 +4p 2q2) w5 w~ - l8o p2q2 w~ w7 -
nyl {-. 4q (4cq
2-v) u3 + t 32 + ~- (3c2+y2) q" 
3 
+ 4q 2 [2v(1-c-v) + dc-2-vc)1 (w 3 - . Ws + Ws) + 
+ q2 [: - 2sq~ vi + pq 2 [4 (s 2 +~) q 2 + d1-2v)J v2 w2 
p2 { + + 2sq" (s2+y2) - q2 [s (2v + 






Quadro V.3 - Equações de equilíbrio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 
Começo da Bil equaçao 
av* Bv 8 8 
= - -- u2 + v2 + {1-4\q
2 + 4a[2p 4 +q 4 -(27v-32) p2q2 ]} W2 + l8 0 [1-4\q
2 + 16a (16p 4+q 4+8p 2q2 )] w6 + 
aw s 45p 45q 45pq 
Continua 
256 64 
[{V-1) p 2 -q 2 ] U2 w, - [(81v+31) p 2 + 76q 2 ] U2 Ws -
225p 1575p 
256 256 




(12vp 2 +q 2 ) u, W2 -8l8o q (4vp 2 +q 2 ) u, Ws -
64 256 256q 
225 
V2 Ws + ---- [112p 2 + (45v+31) q 2 ] V2 Ws + [112p 2 + (33v-2) q 2 ] V2 Ws -
1575q 945q 
N 
Quadro V.3 - Equações de equil1brio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 
Continuação da 8~ equaçao 
continua 
256 64 
[496p 2 + (261v-185) q 2 ] V2 W7 + [528p 2 - (129v-68) q 2 ] Vs W2 -
11025q 1575q 
- 2leo vpq 2 Vs W 3 - 8{6 0 p 3 V 5 W 5 + l6o p[24p 2 + (3v+1) q 2 ] V 5 W7 
64 





(15624p 2 +6517vq 2 ) w2 W 7 + l6o (19p 2 +9vq 2 ) w5 w7 





Quadro V.3 - Equações de equilíbrio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 






(25p 2 +57q 2 ) W2 W3 Ws + 
1024q 
661 5p 
(184p 2 -279q 2 ) W2 W3 Ws + 
128q 1 
(4933p 2 -5472q 2 ) W2 W3 W7 - l8o [3(2p 4 -q 4 ) - 2p 2 q 2 ] w~ Ws + 
99225p 4 
256 
[63(135p 4 -134q 4 ) - 530p 2 q 2 ] W2 W~ -
165375pq 
2 
[1536(13680p 4 +4277q 4 ) + 2674555p 2 q 2 ] W2 Ws W 6 
606375pq 
128 




Quadro V.3 - Equações de equilibrio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 
Continuação da 8~ equaçao 
Continua 
128 
+ ~- l8 0 [3(4p 4 +q 4 ) + 5p 2 q 2 ] w~ w6 + 
2 1576575pq 








[154432p 2 +9141q 2 ] W2 Ws W7 + ~- l8o p 2 (21p 2 +16q 2 ) w~ W7 + 
4 
[32(3692p 4 -1273q 4 ) + 36949p 2 q 2 ] w2 w~ + 3l8 0 q 2 (p 2 +3q 2 ) w3 wl + 
2 w, Wt - 2l8a q 2 (p 2 -12q 2 ) W 3 w~ + l8o [9(4p 4 +q 4 ) + 5p 2 q 2 ] wl W 6 
- 2l8o p 2 q 2 w5 Ws W7 +9l8o (8p 4 +q 4 ) wl + 2l8o [12(19p 4 +q 4 ) + 23p 2 q 2 ] w6 w~ + 
Quadro V.3 - Equações de equil1brio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 
Continuação da 8ª equaçao 












Quadro V.3 - Equações de equilTbrio relativas ao deslocamento radial w 
Começo da 9ª equaçao 
o V* 352v 352 32 
= - u2 + v2 - 12l8 0 p v5 + {11 + 4Àq 2 + 4a[11p 4 - q4 + 2(9v-4) p2q2 J}w2 + 
aw 7 45p 45q 45pq 
3 256 
+ R.80 {19-16Àq 2 + 4a[76p 4 + 89q 4 + 32p 2 q2 ]} w7 - - l8 0 p
2 q (3v-1) u2 w2 + [23(v-1) p2 + 4q 2] u2 w3 -
2 315p 
512 256 2048 
~~~ [(5v-51) p2 - 42q 2 ] U2 Ws + [(681v-185) p2 + 76 q2 ] U2 Ws - [(375v-17) p2 + 
4725p 11025p 4725p 
+ 70q 2 ] U2 W7 -
64 
315p 





l8o p [2p 2 + (v-1) q 2 ] V2 W2 + 
256q 
31 5 
(19v-23) V2 W3 -
N 
O) 
Quadro V.3 - Equações de equilíbrio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 








[62p 2 - (3v-17) q 2 ] V2 Ws -
11025q 
[311p 2 + 2(87v-17) q 2 ] V2 W7 + 
1024 
1575q 
[496p 2 + (261v-185) q 2 ] V2 WG + 
[27 p 2 - (29v-22) q 2 ] Vs W2 + 
+ l8o pq 2 (19v-10) Vs w3 + l8o p[24p 2 + (3v+1) q 2 ] Vs w6 + 
3 
4 
l8o (3p 2 +vq 2 ) w~ -
16 16 




(15624p 2 + 6517vq 2 ) W2 WG + 
1575pq 
(2777p 2 -112vq 2 ) W2 W7 + 
Quadro V.3 - Equações de equil1brio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 
Continuação da 9? equaçao 
32 
+ 2f8 0 (7p 2 +9vq 2 ) w, Ws + f8o (19p 2 +9vq 2 ) Ws WG + [108(3p 4 -q') + 119p 2 q 2 J wl 
Continua 
1575pq 









(4933p 2 -5472q 2 ) W2 W3 WG -
512q 
51975p 
(15197p 2 +12768q 2 ) W2 W3 W7 
51 2 
4 165375pq 
[36(635p 4 -63q 4 ) + 4675p 2 q 2 ] W2 W~ 
128 





Quadro V.3 - Equações de equilibrio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 
Continuação da 9~ equaçao 
Continua 
51 2 
[96(4615p 4 +1197q 4 ) + 97915p 2 q 2 ] W2 Ws W1 + 
606375pq 4 
512p 
(154432p 2 +9141q 2 ) W2 Wt + 
51 2 
363826q 363825pq 
[32(3692p 4 -1273q 4 ) + 36949p 2 q 2 ] W2 WG W7 + + 




[64(187353p 4 +5103q 4 ) + 743432p 2 q 2 ] w2 w~ - 2l8 0 p 2 q 2 w; w5 
N 
"' 
Quadro V.3 - Equações de equilíbrio relativas ao deslocamento radial w (continuação) 
Continuação da 9~ equa.çao 
+ ~- l8o q 2 (193p 2 +192q 2 ) w~ w7 - l8o p2 q 2 w~ - l8o p2 q 2 w5 w~ + 
4 
+ 9l8o (7p 4 +4q 4 +4p 2 q 2 ) w~ W7 + 2l8o [12(19p 4 +q 4 ) + 23p 2 q 2 ] w~ w7 
9 




+ 6vE pq 2 V2 W2 - 3vq 2 vi - p2 [vq 2 (3E 2 +y 2 ) + 3] w~ = O 
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CAPÍTULO VI 
AVALIAÇÃO DO DESENVOLVIMEt~TO ANALÍTICO 
Vl.l. CONSIDERAÇÕES GERAIS 
No desenvolvimento do cálculo do funcional de energia, 
abordado no Capitulo V, algumas observações podem ser efetuadas, 
sob o ponto de vista matemãtico, tais como as que se seguem: 
a) Este funcional envolve, em suas parcelas 
ao painel cilíndrico, conjuntos de funções na forma 
J




onde f(ç) e g(e) sao combinações das funções seno e cosseno em 
iqç e jp8, respectivamente, sendo i e j inteiros positivos, co-
mo se apresenta nas tabelas de integrações constantes do Anexo 
A. 
As inte~rais (VI.1) conduzem, isoladamente, a resultados 
dos tipos: 
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(i) o ou 
(ii) a 1 l ou 
a, 
( i i i ) 
q 
para as integrações em ~. e 
(iv) O ou 
(v) a, 80 ou 
(Vi ) 
p 
para as integrações em e, sendo a1, a,, a 3 e a, numeras reais. 
De outro modo, quando (VI .1) acopladas, o produto 
J
l Jeº f(~) d~ x g(e) de 
o -eº 
(Vl.2) 
fornece, como resultados, combinações das formas: 
( Vi i ) o e o ou 
(viii) ª1 l e o ou 
( i X ) o e a 3 eº ou 
(X) Cl 1 l e a, 80 ou 
Cl 2 Cl" 
( X i ) e --
q p 
1 3 3 
ou seja, a integral dupla (VI.1) conduz a múltiplos dele,, a 
múltiplos de 1/qp ou a valores nulos. 
t, ainda, conveniente ressaltar que soluções combinando 
respostas dos tipos (ii) e (vi) ou (iii) e (v) não foram obti-
das, uma vez que (iii) e (vi) sao resultados ligados ã conside-
ração de um painel cilindrico ou, de outra forma, surgem em fun 
ção da natureza dos limites de integração. 
b) Lembrando ser 
q = 
e no numero de semi-ondas longitudinais, tem-se que optar por 
um numero n impar no tratamento das funções seno e/ou 
de argumentos de configurações iq~, dado que, como se 
cosseno 
observa 
na tabela A.1, um numero par de semi-ondas longitudinais anula-
ria inúmeras integrações em~ e, conseqüentemente, eliminaria 
grande parte das parcelas do funcional. Estas integrais estão 
associadas ãs respostas em 1/q. 
A análise da paridade do produto ip nao se faz necessa-
ria para argumentos em e, jâ que o numero de ondas circunferen-
ciais p tem seu valor perfeitamente definido pela equaçao 
(II.1), alem da prõpria natureza dos limites de integração nes-
ta direção. 
Resumindo, o funcional de energia apresenta parcelas em 
l e, e em 1/pq. Isto e, parcelas dependendo unicamente dos pa-
rãmetros geometricos ou, unicamente, dos números de ondas cir-
cunferenciais e longitudinais, no que diz respeito ao processo 
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de integração. E, estas ultimas, estão ligadas a consideração 
de um numero impar de semi-ondas longitudinais. 
Vl.2, JUSTIFICATIVAS DE HIPÓTESES MECÂNICAS SOB O PONTO DE VISTA 
MATEMÁTICO 
O processo de discretização do funcional permite justifi-
car algumas das considerações mecânicas, intuitivas ou experi-
mentais, adotadas para o estabelecimento dos campos de desloca-
mentos de cascas cilindricas, submetidas a compressão axial. 
A primeira hipótese a ser examinada trata do conceito de 
acoplamento modal. Sob o ponto de vista matemãtico, associa-
se a ocorrência de acoplamento entre modos com integrais nao 
nulas do tipo (VI.1), as quais envolvem produtos desses modos. 
Pode-se mostrar (vide tabela A.1) que um numero par de semi-on-
das longitudinais destruiria, como comentado anteriormente, Pª! 
te dos acoplamentos modais responsãveis pela redução de 
dez de um painel da casca, durante a resposta não-1 inear. 
rigi-
No trabalho de JUSTINO [10], as equações não-lineares de 
equilibrio são fornecidas envolvendo apenas os termos em t 6 0 , 
associados a um numero par de semi-ondas longitudinais. Assim, 
em principio, a não consideração de todo o acoplamento modal, 
juntamente com as observações apresentadas na seção (III.2), a 
respeito do conjunto de modos tomados para definição do campo 
de deslocamentos, podem esclarecer alguns dos motivos de nao se 
ter registrado, neste trabalho, e no de referência [2t], ca 
minhos de equilibrios põs-criticos instãveis, para as cascas 
1 3 5 
enrijecidas longitudinalmente. 
Uma análise criteriosa do funcional de energia potencial 
total permite verificar que, neste caso, quase todos os acopla-
mentos modais definidos nas parcelas de energia de membrana do 
painel cilindrico desaparecem. Isto equivale a consideração, 
quase exclusiva, da parcela linear de energia de flexão no fun-
ciona 1, ou seja, uma pequena participação da energia não-li-
near de membrana. Por outro lado, são exatamente estas contri-
buições que possibilitam o acoplamento não-linear entre modos e 
a conseqüente perda de rigidez durante a resposta pÕs-critica. 
Concluindo-se, as parcelas mais severamente reduzidas, 
pela erosão assim provocada no funcional, serão aquelas que en-
volvem o quadrado das rotações w, 8 e w,s· Uma avaliação 
detalhada a esse respeito sera realizada na prÕxima seçao. 
mais 
A segunda hipõtese a ser examinada advem dos resultados 
das integrações da tabela A.1, onde se verifica que acoplamen-
tos dos tipos 
(a) sen 2 iqs cos jqç , 
(b) cos 2 iqs cos jqç e 
(c) sen 2 iqç CDS jqç COS mqç 
somente se realizam quando 2i=j, para (a) e (b) e 2i=j ou 2i=m, 
para (c). 
Tais acoplamentos modais aparecem em parcelas do funcio-
nal que tambêm envolvem os quadrados das rotações w, 8 e w,s' r~ 
tificando as considerações de DONNELL, bem como as de BATISTA, 
comentados no Capitulo III, quando, em seus trabalhos (referên-
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cias [23 ,4 ,6, 7]), estabelece campos de deslocamentos para a 
casca cil1ndrica envolvendo modos secundários com duas vezes o 
numero de semi-ondas longitudinais do modo crTtico. 
Esta associação entre numero de ondas que compoe a combi 
naçao modal bâsica no processo de perda de rigidez da casca, 
pode, tambêm, ser observada na direção circunferencial. Nota-se, 
pela tabela A.2, que combinações modais, por exemplo, na forma 
sen 2 ipe cos jp8, são destru1das para relações j~2i. 
Finalmente, chama-se a atenção para outra caracterTstica 
resultante da formulação modal do tipo aqui apresentada, simi-
lar ãs encontradas em trabalhos anteriores [4,7,10]. Trata-se 
da contração radial ws (0,0) constatada experimentalmente [ 4 J, 
a qual tem sido eliminada naturalmente nas já referidas análi-
ses teõricas não-1 ineares. 
No presente estudo, este modo secundário foi eliminado 
do problema pela imposição das condições de contorno de casca 
bi-apoiada, conforme realizado no Ttem (III.4). 
Vl.3. ANÁLISE QUALITATIVA DO ACOPLAMENTO MODAL 
As considerações feitas na seçao anterior, sobre a ocor-
rência de acoplamento não-linear entre modos e as formas de com 
binações modais que possibilitam a observação do fenõmeno de 
perda de rigidez, durante a resposta não-linear de uma casca ci 
l1ndrica, são utilizadas, a seguir, para uma análise qualitati-
va do problema. 
137 
Para tanto, reescreve-se a equaçao da variação total de 
energia fornecida em (V.9), 
V + V p 3 p 4 (VI.3) 
da maneira apresentada por BATISTA [ 4 J e ANTONINI [ 7 J, ou se-
ja : 
(VI.4) 
onde se definem: 
Um
2 
- parcela de energia incremental de membrana, prove-
niente de sua segunda variação; 
Uf parcela de energia de flexão; 
AV - parcela de energia potencial de membrana (parte de m2 
sua segunda variação, a qual se relaciona linear-
mente com o parâmetro de carga e pode ser decompo~ 
ta em: AV~
2
, segundo a direção axial, e AV~
2
, se-
gundo a direção circunferencial); 
um, - terceira variação da energia incremental de membra 
na; e 
um, - quarta variação da energia incremental de membrana. 
Utilizando a notação da seção (IV.3.1) para as deforma-
coes especificas e resultantes de esforços e momentos internos, 
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lembrando que os termos lineares sao representados por ( ') e os 
quadriticos por (''), tem-se: 
R
2 fl feº u =- (N' E' +N8 m2 2 o -8
0 
i; i; 
+ N' E''+ N'' E 1 + N' E
8
" + 1;1; ee e 
U = -- r (N" E" + N" E" + 2N" E" ) de di; R
2 
l Je o 
m4 2 J O _8 0 
1; 1; e e 1;e 1;e 
R
2 Jl fe = -- o (N~ E~+ N~ Ei) d8 di; 
2 o -80 







Pesquisando-se os acoplamentos modais que se definem em 
cada uma das parcelas de energia (VI.5), levando em conta a pa-
ridade do numero de semi-ondas longitudinais, verifica-se a ana 
l ise das contribuições de energia realizada por ANTONINI [ 7 ]. 
Dentre estas parcelas de energia, as contribuições posi-
tivas sao dadas por ~Um, ÀV 8 e Uf' chamadas parcelas estabili m2 
zadoras [ 4 J, onde 
139 
(VI.6) 
conforme e ilustrado pela figura (VI.1). 
Tem-se, assim, que o acoplamento não-1 inear entre modos 
reduz mais severamente a maior contribuição estabilizadora Àv!
2
, 
como se pode observar com aux1lio da figura (VI.2b). Reduz-se, 
tambem, a variação de energia de membrana ~um, pri nc i pa:l mente 
em suas contribuições mais significativas, ou seja, em suas com 
ponentes cubicas de U e quãrticas de U 
4
, como mostrado nas m3 m 
figuras (VI.2c) e (VI.3). Observa-se que, em ambos os casos, r~ 
ferimo-nos exatamente ãquelas parcelas de energia que envolvem 
os quadrados das rotações wp,e e wp,~· 
Melhor dizendo, na hipótese do painel cil1ndrico de cas-
ca enrijecida longitudinalmente, a adoção de um numero 1mpar de 
semi-ondas longitudinais não destroi termos não-lineares das 
parcelas positivas ÀV 8 e U do funcional de energia, respon-m2 m• 
sãveis pelo acoplamento modal durante a resposta pos-cr1tica, o 
qual, por sua vez, tende a reduzir a rigidez da casca 
este processo não-linear. 
durante 
Por outro lado, a adoção de um numero par de semi-ondas 
longitudinais destroi um grande numero de termos não-lineares, 
principalmente aqueles associados a Um
3
• Esta parcela de ener-
gia constitui uma contribuição negativa (vide figura (VI.3)) e, 
portanto, desestabilizadora de energia, isto e, o seu cancela-
mento conduziria a um acrescimo de rigidez pos-cr1tica do pai-
nel e uma conseqüente estabilização da casca durante a resposta 





















( a ) 
( b ) 
( e ) 
--- wC(q;p)+ w 8(2q;O)+W8<0;2p)+W8(2q;2p) 
FIGURA E:. 2 - CONTRIBUIÇÕES DAS ENERGIAS DE FLEXÃO, POTENCIAL 
DE MEMBRANA E INCREMENTAL DE MEMBRANA ( 7 ] 
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FIGURA JZI.3 - VARIAÇÃO DAS COMPONENTES Urn2, Urn3 E Un,4 




Modelos experimentais tem mostrado que estruturas delga-
das de cascas cilindricas comprimidas axialmente, com enrijece-
dores longitudinais, esbeltos e espaçados, podem apresentar co~ 
portamento instável associado a cargas de flambagem, as quais 
são bastante inferiores ãs estimadas teoricamente. Por outro, 
as prescrições constantes de normas de projeto são baseadas em 
muitos resultados experimentais obtidos de ensaios de cascas do 
tipo ortotrõpica, cujo comportamento não-linear de flambagem e 
intrinsecamente distinto do tipo de casca enrijecida aqui anali 
sa da. 
Independentemente da presença de imperfeições iniciais, 
a interação não-linear entre os vãrios modos de deslocamentos 
(da casca e do enrijecedor) é, sem duvida alguma, assim como na 
casca isotrõpica, um fator de influencia preponderante nesta 
resposta de flambagem. A dificuldade analitica encontrada para 
demonstrar este fenômeno se deve ã prõpria complexidade do pro-
cesso não-linear que ocorre em presença do grande numero de po~ 
siveis acoplamentos modais. 
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Assim, numa anãlise multimodos, deve-se considerar a in-
teração entre familias de modos criticas da casca e do enrijec~ 
dor e outros modos secundãrios, que aos primeiros se acoplem. 
Deve-se incluir, então, nesta anãlise, tanto os modos de ondas 
longas, que dominam em estados prê-flambagem, quanto os modos 
de ondas curtas, dominantes em estados pôs-flambagem avançados, 
bem como os acoplamentos decorrentes da presença de imperfei-
ções iniciais. Evidentemente, esta ê uma proposta de trabalho 
extremamente ãrdua e quaisquer simplificações que possam ser 
realizadas advêm de um conhecimento prévio dos modos dominantes 
e das amplitudes de imperfeições em cada um desses modos. Mesmo 
assim, o mecanismo gerador da instabilidade pode ser insuficie~ 
te para a anãlise do problema, jã que hipôteses iniciais, nao 
obstante questionãveis, são geralmente adotadas com o intuito 
de simplificar, ainda mais, o modelo matemãtico e, portanto, 
viabilizar o processo de cãlculo, Com tantas dificuldades, os 
resultados de estimativas de carga de flambagem, numa 
multimodos, se tornam algumas vezes inadequados. 
anãlise 
Baseando-se nestas evidências, pode-se prever que o mode 
lo matemãtico ora proposto, contrariamente a todos os outros 
atê então encontrados na literatura, apresenta as caracteristi-
cas necessãrias para tornã-1 o um modelo consistente para a descr_:i_ 
çao dos caminhos pôs-criticos de cascas cilindricas 
das. 
enrijeci-
Sua estruturação básica está no estabelecimento do campo 
de deslocamentos, (u,v,w) do painel cilindrico, constituido por 
funções trigonométricas selecionadas da solução em sêrie do sis 
tema de equações diferenciais, que rege o comportamento não-li-
near da casca cilindrica isotr9pica. A escolha dessas funções 
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ê feita visando-se atender aproximadamente, e de um modo glo-
bal, ãs condições de contorno e compatibilidade inerentes a uma 
casca cilTndrica enrijecida, notadamente nas junções painel-en-
rijecedor. Isto ê feito, atravês de: (a) definição do campo 
de deslocamentos do enrijecedor como uma função do campo do pal 
nel; (b) restrições de deslocamentos impostas pelas relações de 
compatibilidade e simetria (ou antissimetria). Em outras pala-
vras, estes campos de deslocamentos guardam a combinação neces-
sãria para gerar os acoplamentos modais que devem reproduzir te~ 
ricamente a resposta não-linear obtida em modelos experimentais 
dessas estruturas. Essa propriedade ê mais claramente observa-
da pela anâlise qualitativa da influência das interações não-11 
neares nas diversas parcelas de energia de deformação elâstica 
que contribuem para a montagem do funcional de energia poten-
cial total. Verifica-se que as funções propostas originam aco-
plamentos não-lineares que resultam em reduções substanciais de 
energia (ou rigidez), as quais ocorrem durante o fenômeno de 
instabilidade. 
A investigação da validade teõrica-numêrica do modelo pr~ 
posto deve ser buscada atravês de implementação computacional, 
como a sugerida no Apêndice B. A solução numêrica das equações 
não-lineares de equilTbrio aqui apresentadas proporcionarã a 
uma anâlise da estabilidade dessas cascas atravês do exame ,das 
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APÊNDICE A 
TABELAS DE INTEGRAÇÕES DAS FUNÇÕES CONSTAfffES NO 
FUNCIONAL DE ENERGIA POTENCIAL TOTAL 
Tabela A.1 - Integrações em i; 
Notações: 
n TI 
sen iq i; = sen i i; = Ai 
t 
nTI 
cos i q i; = cos i i; = B. 
t 1 
Nas expressoes seguintes, i, j, m, k e n sao constantes inteiras positivas quaisquer 
se indicado. 
Começo da Tabela A.1 




O, i par ou n par 
2 





Sº f(i;) di; 
restritas 
<.n 
Tabela A.1 - Integrações em ~ 














( i 2 
o 
o 
= j ou 
2i 
- j 2) q 
i e j de mesma paridade ou n par 
i ,, j e i e j de paridades diferentes e n 
O , i par ou n par 
4 





Tabela A.1 - Integrações em e; 












O, 2i -' j 
l 
4 
2i = j 
O, i par ou n par 
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Tabela A.1 - Integrações em E; 
Continuação da Tabela A.1 
nQ f (E;) f(E;) di; 
2 
12 AiAj o' i par ou n par 
( i ;<j) 
4/ 
~ 
; ( i 2 






o, i "'2j 
(i-'j) 
l 
i ; 2j 
4 
14 AiAjAm 
( i -'j-'m-'i) 
r (B .. Am - B .. Am), conforme integral nQ 5 
2 ! 1-J l+J 
15 B.B.B 
1 J m 
(i;<j;<ru;<i) 
_21 J (Bi-j Bm + Bi+j Bm), conforme integrais nQ 4 ou nQ 7 
Continua 
Ta bel a A.1 - Integrações em /; 




















(A. B. + A
1
. B. ), conforme integral nQ 5 
, J-m J+m 
( B. . Bm - B. Bm), conforme integrais nQ 4 ou nQ 7 , -J 1+j 
u, 
u, 
Tabela A.1 - Integrações em i; 





f ( i;) 
s:s: 
l J 











' i = j 
Sº f(i;) di; 







J 4 l 
B
3
j, i e j de paridades diferentes e n 'ímpar e i ;e j e i ;e 3j, conforme 





., i e j pares e n 'ímpar e i ;e 3j, conforme integral n9 5 
4 l J 
u, 
°' 
Tabela A.1 - Integrações em i; 












( i ~j) 
Continua 
Sº f(i;) di; 
O, i e j impares ou n par 
3 
f 4 Ai 
f --1A. 4 31 




o' i ~ 3j 
.e. 
i = 3j 
2 
3j 
Bj' i e j de paridades diferentes e n imparei ~ j e 3i ~ j, conforme 
integra 1 n9 5 
e j pares e n impar, conforme integral n9 5 
Tabela A.1 - Integrações em !; 








1 J m 
i ;ej ;em;ei 
A.A.A Ak 
1 J m 
i;ej;em;ek;ei 
A.A.A Bk 
1 J m 




2i = j - m ou 2i = j + m 
(B .. B k - B .. Bm+k - B .. Bm+k + B .. B k)' conforme integrais no 4 ou n9 7 1-J m- l+J 1-J 1+J m+ 
(Am+k Bi-j - Am-k Bi+j + Am+k Bi-j - Am+k Bi+j), conforme integral n9 5 
(A2 B .. - A2 B .. ) , k =me i e j de paridades diferentes, conforme integral n9 5 m 1-J m 1+J 
O, i e j de mesma paridade 
u, 
00 
Tabela A.1 - Integrações em E; 







( i >'j e m,ek) 
A.B.B Bk 
1 J m 
( j "ITT>'k "j ) 
AiAjBm 
( i >'j ) 
Continua 
O,i=mej=k 




- J (B .. B. k - B .. B. k), i =me j "k, conforme integrais nQ 4 ou nQ 7 4 1-J 1+ l+J 1-
~ J (Bi-j Bm-k - Bi+j Bm-k + Bi-j Bm+k - Bi+k Bm+k)' conforme integrais nQ 4 ou nQ 7 
1 f 
-;;- J (Ai-j Bm-k + Ai+j Bm-k + Ai-j Bm+k + Ai+j Bm+k), conforme integral nQ 5 
(Aj B2i-m + Aj B2i+m), conforme integrais nQ5ounQ16 
u 
" 
Taoel a A.1 - Integrações em E; 












( i ~j) 
A. B~B 
1 J m 
{j;<m) 
B':B .B 
1 J n 
( i ~j;<m~i) 
O, m ~ 2i e j ~ 2i 
.e. 
- -. m = 2 i ou j = 2i 
8 
o. e j de mesma paridade e n 1mpar ou n par 
~1~ J (A. B. 2 + A1• B. 2 ) = ~
1~ J A. BJ. B2m' conforme integral nQ 16 4 1 J- m J+ m 2 1 
O, i e m de mesma paridade e n 1mpar ou n par 
-2
1 
f (Ai Bm + Ai B2j Bm), conforme integrais nQ 5 e nQ 16 
-2
1 
f (Bj Bm + B2; Bj Bm)' conforme integrais nQ 4 ou nQ 7 e nQ 15 
Fim da Taoela A.1 
Notações: 
Sen ipe = ci 
Cos ipe = o. 
l 
Tabela A.2 - Integrações em e 
Nas expressoes seguintes, i, j, me k sao constantes inteiras positivas quaisquer, restritas 
1T se indicado, e P8o = ~· 

















f (e) de 
-80 
par 
i = 1 ' 5, 9' 13 ... 
i=3,7,11,15 •.. 
Tabela A.2 - Integrações em e 












6 e .e. 
1 J 








O, i e j de mesma paridade 
_21 J (Di-j - Di+j), conforme integral 
O, i e j de mesma paridade 
S 
O 
f ( e J de 
-80 
nQ 2 
~ J (Di-j + Di+j), conforme integral nQ 2 
°' N 
Tabela A.2 - Integrações em e 













s_:, f(e) de 
o 














Tabela A.2 - Integrações em e 
Continuação da Tabela A.2 
nQ f(e) J_:. f(e) de 
2 




--- j = 2i 
2 
ímpar, conforme integral nQ 2 







( i ,oj) 
Continua 
Tabela A.2 - Integrações em e 





1 J o ' j 




15 CiDjJm o 
( j ;,m) 
16 cicjom o ' i 









f6o f(B) de 
J_eo 
((D.+ D2. D.), j ímpar, conforme integrais nQ 2 e nQ 7 J J l J 
e j de mesma paridade e m par ou m = ; e j par 
' 
2m = 2i = j 
r (D. · Dm - D .. Dm), conforme integral n9 7 
J 1-J l+J 
Tabela A.2 - Integrações em e 
Continuação da Tabela A.2 
n9 f(6) 





, J m 
( i atj ,mati) 
Oi DjDm 







( i atj) 
Continua 
o 
(lo f(e) de 
J _e, 
(D .. D + D .. D ) , conforme integral n9 2 ou n9 7 







Tabela A.2 - Integrações em e 














, J m 





O, j em de mesma paridade 
J O f (e) de -80 
(OJ·-ni - 0
21
. O. + O. - 0
2
. O. ), conforme integrais nQ 2 e nQ 7 J-m J+m 1 J+m 
o 
O, i e j de mesma paridade 
3 1 
~ f (C. C.) - ~ J e. c
3
., conforme integrais nQ 1 ou nQ 6 
4 1 J 4 1 J 
Tabela A.2 - Integrações em e 
Continuação da Tabela A.2 
nQ f(e) 
27 
3 o.o. , J 
( i >'j) 
28 
2 e.e.e , J m 
( i >'j>'ro>'i) 
29 2 e.e.o , J m 




( i ;,,j ) 
Continua 
f O f (e) de 
-80 
O, i e j de mesma paridade 
1 
+ - f C. c
3
., conforme integrais nQ 2 e nQ 7 
4 , J 
_1 J (C. cm - e. cm D2i)' conforme integrais nQ 1 ou nQ6 e nQ 16 2 J J 
o • i • j e m pares 
1 -J (C. e. + Ci e. D2m), conforme integrais nQ 1 ou nQ 6 e nQ 16 2 , J J 
+I (D.D +D2. D. Dm), conforme integrais nQ 2 ou n9 7 e n9 18 J m , J 
"' co
Tabela A.2 - Integrações em e 
Continuação da Tabela A.2 
n9 f(8) 
31 C/}mMk 
(i>'j e m>'k) 
O, =me j = k 
J O f (e) de -80 
_41 J (Di-j ºm-k - Di+j ºm-k + Di-j ºm+k - Di+j Dm+k), conforme integrais n9 2 ou n9 7 
Fim da Tabela A.2 
Tabela A.3 - Integrações em ç 




2 ç' 2y5/5 
3 ( ç-E) -2Ey 
4 (ç-E:)2 2y 3/3 + 2E 2y 
5 ( Ç- E) 3 -2Ey 3 - 2s 3y 
..__, 
e:, 
6 ( ç-E) 4 2y 5/5 + 4s 2y 3 + 2s 4 y 
7 ( 1+Ç-E) 2y(1-E) 
y2 









B.l. ALGORÍTMO DE SOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES NÃO-LINEARES 
A pesquisa da estabilidade estrutural, como desenvolvi-
da aqui, a travês de Anãl i se Moda 1, se resume, sob o ponto de 
vista computacional, na resolução do sistema de equações de 
equilibrio, algébricas e não-lineares, dadas por (V.24) a (V.32). 
Esta solução ponto a ponto representa o caminho de equilibrio 
pós-critico da casca cilindrica enrijecida, sob . compressao 
axial. 
O sistema de equaçoes (V.23), reescrito da forma: 
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av* 
~~- = f1 (u2, U3, V2, Vs, W2, W3, Ws, W5, W7, \) = Ü 
av* 
= f2 (u2, U3, V2, Vs, Wz, W3, Ws, W5, W7, À)= Ü 
.................................................. 
av* 
::: f 8 (u2, ~3, V2, Vs, W2, W3, hs, \·.J5, ~·J7, À)= O, 
( B • 1 ) 
ê resolvido para determinados valores de À, o que corresponde-
ria a um control~ de carga, ou para determinados valores da am-
plitude mais significativa, w2 , caracterizando um controle de 
deslocamento. A têcnica adotada de solução numérica para essas 
equações não-lineares é a incremental-iterativa, via método de 
Newton-Raphson. 
B,1,1. APLICAÇÃO DO ALGORtTMO DE NEWTON-RAPHSON PARA O CONTROLE 
DO PARÁMETRO DE CARGA 
Tendo-se À=À como parâmetro, a totalidade dos argumentos 
de (B.1) pode ser considerada como um vetor X, tal que 
T 
X - {U2; U3; V2; Vs; \'/2; W3; Ws; W5; W7} 
( B. 2) 
e as funções que fornecem as equaçoes de equilTbrio, como ele-
mentos fi de um vetor função, 
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( B. 3) 
permitindo, assim, a representação de qualquer uma destas equa-
çoes, genericamente, por 
aV* 
= f. = o 
ax. l 
( B. 4) 
l 
e, o próprio sistema, na forma vetorial 
F(X) = O À = À ( B. 5) 





uma mêsima aproximação da solução de (B.5) quando se torna 
como parâmetro de controle (PC). 
Sejam, ainda, 
... ' 
o vetor função aplicado nesta aproximação ~(m), e 
( B. 7) 
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)m) = J(X(m)) = 
au, :lua av, 
:l 2 V* :l 2 V* :l 2 V* 




a2 v* a2 v* 




a matriz Jacobiana de (8.5), com respeito as variãveis que com-
poe ~. tambêm aplicada em ~(m): 
Sendo J(m) uma matriz nao singular e ~-,(~(m)) a sua in-
versa, o erro cometido na aproximação X(m) da solução X e dado 
pelo vetor 
X = ( B. 9) 




Esta fÕrmula conduz ao fluxo de processamento apresenta-
do na figura (B.1), onde se verifica que a solução de (B.5), p~ 
ra um determinado PC I, serão os argumentos de uma Ül.tima apro-






(m) 1! APROXIMAÇÃO 
- DEX PARA 
DADÕ PC 
DEFINICÃO DE 
' F(m-1) e 
J (m-1) 
CÁLCULO DE 
J-1 (X(m-1) - -
(ln) Cm-1) (m-1) 
K -x - X -
FIGURA B.1 - FLUXO PARA PROCESSAMENTO DO ALGORITMO DE 
NEWTON-RAPHSON 
SAÍDA 
1 7 7 
B.1.2, APLICAÇÃO DO ALGORfTMO DE NEWTON-RAPHSON PARA O 
CONTROLE DE DESLOCAMENTOS 
Considerando-se o mesmo sistema (B.1), tomando-se, ago-
ra, como parâmetro de controle PC = w2 = w2 , o vetor solução r~ 
ferenciado ao novo conjunto de argumentos fica sendo dado por 
X - {u 2 ; u 3 ; v 2 ; Vs; 
T 
À; \\13; Ws; W6; W7} 
e o sistema (B.5), escrito da forma 
F(X) = O W2 = W2 
(8.11) 
(8.12) 
Em sendo assim, analogamente ao exposto no item anterior, 
- esima . -obtem-se para um m aprox1maçao de X o vetor 
{ U(m). u(m). v(m). v(m). ,(m). w(m). w(m). w(m). ,.1(m) }T - 2 , 3 , 2 , 5 , /\ , 3 , 5 , 6 , '(',7 






oÀ au 2 dW70U 2 





A resolução numerica de (B.12) se dâ pela mesma Fórmula 
de Recorrencia (B.10) e pelo algoritmo descrito na figura 
(B.1), atendendo-se ãs devidas alterações impostas pela mudança 
do parâmetro de controle. 
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8.2. METODOLOGIA DE PROCESSAMENTO 
Visto que a expressao numêrica do comportamento do mode-
lo estrutural adotado ê definida pela resolução do sistema 
(B.1), tanto pelo controle do parâmetro de carga, quanto pelo 
controle de deslocamentos, sugere-se um único programa FORTRAN 
para aplicação do mêtodo numêrico adotado. 
A este programa caberia, exclusivamente, a seleção do 
serviço a ser executado, com a preparação das primeiras aproxi-
mações do vetor~ e definição do parâmetro de controle PC, con-
centrando-se em subrotinas isoladas as rotinas especificas e/ou 
comuns ãs diversas etapas de processamento. 
A metodologia do serviço ê genericamente apresentada no 
fluxo da figura (B.2). Uma possivel estruturação deste progra-
ma, incluindo a definição de suas principais variâveis e subro-
tinas, ê realizada nos itens seguintes. 
controle 



















NUMtRICOS - DE 
\ 







B.2.1, VARIÁVEIS PRINCIPAIS 
As principais variãveis do sistema sao propostas pelas 
tabelas abaixo apresentadas, sendo as variãveis reais de dupla 
precisão do tipo R e, as inteiras de precisão simples do tipo I. 
Tabela B.1 - Parãmetros a serem fornecidos 
Nome da Tipo Significado e/ou variãvel finalidade 
RGP1 R Relação geometrica do painel h /R p 
RGP2 R Relação geometrica do painel L/R = l 
RGS R Relação geometrica do enrijecedor C/hs 
ETA R Relação geometrica hs/hp = n 
CP R Coeficiente de Poisson v 
N I Numero de semi-ondas longitudinais (nQ impar n) 
p I Numero de ondas circunferenciais 
FASE I Indicadores do controle a ser processado: 
FASE=1 PC=ca rga 
FASE=2 PC=desl ocamento 
Tabela B. 2 - Parãmetro,s a s erer.1 gerados internamente 
Nome da Tipo Significado e/ou variãvel finalidade 
PI R Constante rr 
EXCEN R Excentricidade adimensional do enrijecedor E 
Q R Argumento q = nrr/l 
NENRJ I Numero de enrijecedores 
BETAl1l R Semi-ãngulo entre enrijecedores 80 
ALFA R Parãmetro adimensional h2 /12 R2 p 
GAMA R Parãmetro adimensional C/R = y 
CARCR R Parãmetro de carga critica 
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Tabela B.3 - Demais variãveis notãveis 
Nome da 
variãvel 
























Vetor para armazenamento dos valores dos coefi-
cientes constantes nas equaçoes de equilibrio e 
nas expressões dos elementos da matriz Jacobia-
na 
Vetor contendo a aproximação das variãveis de 
estado 
Matriz de armazenamento dos valores dos elemen-
tos da matriz Jacobiana e das equações de equi-
librio para a aproximação X 
Valor do determinante de J 
Valor do parâmetro de controle 
Valor do incremento a ser dado ao PC 
Numero de equações do sistema 
Numero de iterações realizados na solução do 
sistema para o PC e X fornecidos 
Matriz de armazenamento dos resultados, para 
fins de impressão 
Vetor de armazenamento das iterações realizados 
por vez, para fins de impressão 
O sistema contaria com se~s. subrotinas para execuçao das 
principais etapas de câlculo, as quais tem suas metodologias e 
objetivos abordados abaixo. 
Subrotina CALC1 
Subrotina a ser chamada pelo programa principal, apos a 
definição dos parâmetros constantes nas tabelas B.1 e B.2, para 
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cã1culo expl1cito de todos os elementos do vetor C que indepen-
dem do parãmetro de carga A ou da ''FASE'' de execução, ou seja, 
dos coeficientes das funções de trabalho não alterãveis no pro-
cessamento de uma especTfica geometria de casca. 
Subrotina RESOL 
Subrotina chamada pelo programa principal para execuçao 
do algorTtmo de Newton-Raphson, para um determinado vetor X e 
um determinado parâmetro de controle PC. 
Conforme a ''FASE" em processamento, estas variãveis se-
riam assim fornecidas: 
FASE=1 - Controle de Carga 
Xi , i=1 ;NE, assumindo a ultima aproximação das 
de flambagem; 
amplitudes 
PC assumindo o valor do parâmetro de carga para o qual o sis 
tema será processado • 
. FASE=2 - Controle de Deslocamentos 
Xi' i=1 ;NE-1, assumindo a ultima aproximação das 
de flambagem; 
amplitudes 
X(NE) assumindo a ultima aproximação do parâmetro de carga; 
PC assumindo o valor de amplitude w2 para a qual o 
serã processado. 
sistema 
Definido, então, em ambos os casos, o novo parâmetro de 
carga, esta subrotina se encarregaria de chamar as demais sub-
rotinas do sistema para que se processem os cálculos dos restan 
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tes elementos de C, da matriz Jacobiana, de seu determinante e 
de sua inversa. Finalmente, seria aplicado o algoritmo de New-
ton-Raphson em todos estes elementos atê se obter a converge~ 
eia para uma nova solução aproximada. 
O numero de iterações a serem realizadas ficaria limita-
do a um valor prê-fixado e, caso a convergência não ocorra den-
tro deste limite, seria enviada uma mensagem de alerta encerran 
do o processamento. 
Subrotina CALC2 
Definiria explicitamente os elementos do vetor C 
valores seriam alterados a cada novo parãmetro de carga. 
Subrotinas FUNC1 e FUNC2 
cujos 
Definiriam explicitamente as funções de trabalho J, ma-
triz Jacobiana do sistema, e o vetor de funções F, conforme es-
tabelecido no item B.1, para as aproximações das variãveis de 
estado e o parâmetro de controle em questão. 
Os valores dessas funções seriam alocados na matriz J 
conforme esquematicamente mostrado na figura (B.3). 
Subrotina SIMUL 
Subrotina a ser utilizada para cãlculo do determinante 
de J e sua inversa. As expressões dos elementos da matriz Ja-
cobiana são fornecidos no Apêndice C. 
/ 
J11 J12 J13 
J21 J22 J23 
J31 J32 J33 
••• ••• ••• 








•• • • •• 
••• J99 






FIGURA B. 3 - ESQUEMA DE ARMAZENAMENTO DE J E F - -
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APÊNDICE C 
EXPRESSÕES DOS ELEMEfffOS DA MATRIZ JACOBIANA 
Elementos da Forma 
~- = - - LBo [(v-1) p2 - 2q 2 ] 
2 au, 2 
o2 V* 32 q 
---- =----
au, au, 3 p 
a2 v* 1 
= - - LB 0 pq (v+1) 
av, au, 2 
a"v* s 
---- = - - (9v-1) 
av s au, 9 
a"v* s 
---- = - v LBo q - --[C3v-1) p2 +2q 2 ] W2 + - l8 0 q [(v-1) p 2+2q 2 ] w3 + 
a1·1 2 au, 9p 2 
3 
+-LBo q (p 2 ,Í.q 2 ) W 5 --LBo p2q (3v-1) W7 
2 2 
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;i2V* 8v 256q 2 
---- = -- +-.te, q [(v-1) p2+2q 2 ] W2 - --- W3 + 
3p 2 15p 
64 256 






[23(v-1) p2+4q 2 ] w, 
64 
---- = -- + - .te, q (p 2 +q 2 ) w2 + [(v-1) p2 -4q 2 ] w, -
3w 5 3u2 9p 2 45p 
a2 v* 
128 64 










· 2 2 [ v-1 p -q ] w, -
64 256 
--- [(81v+31) p2+76q 2 ] Ws - [2(57v-1) p2+31q 2 ] w 6 + 
1575p 945p 
256 
+ --- [(681v-185) p2+76q 2 ] w, 
11025p 
188 
352v 3 256 
----= --- - - l8o p 2q (3v-1) W2 + [23(v-1) p




45p 2 315p 
512 256 




[(375v-17) p 2+70q 2 ] W7 
a2 v* 
Elementos da Forma 
24 l8o q 2 + 24 11,;:l q 2 
64 
---- = - -- wnyl {- 2q 3 V2 - 6s pq 3 w2 } 
3 
----=o 
a2 v* 64 v 256 q 2 
---- = - -- -- - l8o q (3vp 2+q 2 ) W2 + -- W 3 + 











(413'{) 2+16q 2 ) W7+1lyl t 6s pq 3 V2 -









awG au 3 
a2 v* 
----; 
0W7 3U 3 
256 
45p 
(3vp 2+q 2 ) W2 - 8 te 0 q (vp
2 +q 2 ) ~Is + 





(12vp 2+q 2) w2 - 8 te 0 q (4vp 2+q 2 ) w6 -4i1Yt q (4sq
2-v) 
(413vp 2+16q 2) W2 + 4 te 0 q (7vp 2+2q 2) w5 -





a 2 V* 
Elementos da Forma 
= -
2
- te, [2p2 - (v+1) q2] + 11Yl [- 2q 2 O,-n2aq 2) - 2q 3 u3 + 
9 






V2 + - p2q2 
4 
[3q 2 (3E 2+y2) + 1] W~ 
a2 v* 32 
----- = 
av s av 2 
a2 v* 




[2p2 - (v-1) q2] 
8 
p + ~- [2p 2 + (3v-1) q2] W2 
9q 
3 
- - ./'.8 0 pq 2 (3v-1) W3 -
2 
- - l8o P (p 2+q 2) Ws + - l8o p [2p 2 + (v-1) q2] W7 + 
2 2 
1 




pq 3 U3 - - E pq" V2 + 
4 
1 91 
a2 v* 8 1 256q 64 
---- = - -- - - f8o pq 2 (3v-1) W2 + --- v w3 + -- q (3v+1) Ws -








a2 v* s 64 
= - -- - - f8o p (p 2 +q 2 ) W2 + -- q (3v+1) w, + 














[14p 2 + (15v-1) q 2 ] w5 + --- [112p 2 + (45v+31) q 2 ] w6 -
1575q 
[62p 2 - (3v-17) q 2 ] W7 - nyf f 2 (v-4Eq 2 ) V2 + 
256q 64 
--- W 3 + --- [112p
2 + (45v+31) q 2 ] Ws + 
225 1575q 
256 
[112p 2 + (33v-2) q 2 ] w6 - --- [496p 2 + 
11025q 
.;. (261v-185) q 2 ] W7 + nyf f 2 (v-4Eq 2 ) V2 .;. 
192 
a'V* 352 3 256q 
--- ; + - l8o p [2p 2 + (v-1) q2 ] w2 + (19v-23) w3 -









[62p 2 - (3v-17) q2 ] Ws -





[311p 2 + 2(87v-17) q2 ] W1 + nyl {- 6v q2 v2 + 6vs pq 2 W2 } 
; nyl {- 2q 2 v, + 2s pq 2 v1,} 
Elementos da Forma 
; 2 l8 0 [6p 2 - (v-1) q2 ] 
64 1 256 
---- ; - -- + - l8 0 p [3p 2 - (2v-1) q2 ] W2 + (2v-1) q w3 -
aw 2 av 5 9q 2 45 
256 64 






[27p 2 - (29v..22) q 2 ] W7 
32 V* 256 
·--- = -- q (2v-1) Wz - 8v t8o pq 2 Ws - 2v t8o pq 2 WG + 
dW3 dVs 45 
+ teo pq 2 (19v-10) W1 
32 V* 256 
= 2 t8o p - [3p 2 - (5v+2) q 2] W2 - 8v t8o pq2 Ws -
aws av s 225q 
- 8 t8o p 3 WG 
32 V* 64 
---- = [528p 2 - (129v-68) q 2] w2 - 2v t8o. pq 2 w3 -
dWG dV5 1575q 





- 12 te 0 p + [27p
2 
- (29v-22) q 2 J w2 + 
1575q 





Elementos da Forma 
8 
; .e.eo [1-À q2 + a(q 2+p 2 ) 2 ] - -- [(3v-1) p2 + 2q 2] U2 -
9p 
8 
- .e.eo q (3vp 2+q 2 ) u 3 + -- [2p 2 + (3v-1) q2] v2 + 
9q 
16 















(p 2-3q 2 ) W2 W3 -
64 
75pq 
[9(p 4+q 4 ) +4p 2q2 ] W2 Ws -
---- [9(84p 4+7q 4 ) - 59p 2q2 ] W2 Ws + 
3675pq 
64 
2 + --- [108(3p 4 -q 4 ) + 119p 2q2 ] W2 W7 + leo q2 (p 2+3q 2 ) W3 -
525pq 
- leo q2 (p 2-3q 2 ) Ws Ws - 4 leo p2q2 Ws W7 + 
1 9 5 
+ - l8o [3(p 4 +q 4 ) + 2p 2q 2] w~ - - l8o [3(2p 4 -q 4 ) - 2p 2q 2] W5 w6 -
2 2 
- - l8o p2 (21p 2-5q 2) w5 w7 + - l8o [3(4p 4 +q 4 ) + 5p 2q2] w~ + 
2 2 
+ - l8o p2 (21p 2+16q 2) w6 w7 + - l8o [3(19p 4 +4q 4 ) + 23p 2q 2] w~ + 
2 2 
+ nyl f 2p 2q [(s 2 + +) q 2 + 3v] u3 _ 
y2 l 
- pq
2 [z (s 2 + -
3
-) (;\-11 2aq 2) - 4n 2a(1-v~ + 
2 
V2 -














a2 V* 8 






U3 - - teo 
2 
256q 
pq 2 (3v-1) V2 + (2v-1) Vs -
45 
64q 32 




2 5p 15pq 
64 16 





















(3697p 2+2016q 2 ) Ws W7 + 





(15197p 2 +12768q 2 ) w~ + nyl tq 2G ( s 2 + Y
3
2 
) q2 + 




{1-4À q2 + 4a[p 4+q 4 - 2(3v-4) p2q2]} + 
3Ws 3W2 
256 
+ - leo q (p 2 +q 2 ) U2 - (3vp 2+q 2 ) u3 -
2 45p 
1 256 
- - leo p (p 2 +q 2 ) V2 - [3p 2 - (5v+2) q2 ] Vs -
2 225q 
3 32 







(p 2+vq 2 ) Ws + ---
525pq 
(147p 2+38vq 2 ) w6 -
32 
(1488p 2+2401vq 2 ) W7 - --- 2 [9(p 4 +q 4 ) + 4 p2 q2 ] W2 -
1575pq 75pq 
- l8o q2 (p 2 -3q 2 ) W2 W3 + lea [3(p 4 +q 4 ) + 2 p2q2 ] W2 Ws -
198 
1 
- - f8o [3{2p 4-q 4 ) - 2 p2q 2 ] W2 WG - - f8o p2 (21p 2-5q 2 ) W2 W7 -
2 2 
512q 2 1024q 
(p 2+15q 2 ) W3 + (p 2-5q 2 ) W3 Ws -
315p 175p 
1024q 128q 
(25p 2+57q 2 ) W3 Ws - (3697p 2+2016q 2 ) Wa W7 -
3675p 14175p 
512 
-~~- [81(5p 4+7q 4 ) + 110 p2q2 ] w~ + 
18375pq 
512 
+ ---~ [63(135p 4-134q 4 ) - 530 p2q2 ] Ws Ws + 
165375pq 
1024 
+ ---- [36(635p 4-63q 4 ) + 4675 p2q2 ] Ws W7 -
165375pq 
2 -~~- [1536(13680p 4 +4277q 4 ) + 2674555 p2q2 ] w, -
606375pq 
128 
---- [288{508p 4 +67q 4 ) + 25861 p2q2 ] Ws W7 -
297675pq 
256 
---- [96(4615p 4+1197q 4 ) + 97915 p2q2 ] w~ + 
606375pq 
199 
a2 v* s 
--- = {1-4À q2 + 4a [q 4 + 2p 4 - (27v-32) p2q2]} -
ÔWs ÔW2 45pq 
256 64 
~-- (12vp 2+q 2 ) u 3 + [528p 2 - (129v-68) q2 ] v 5 -
225p 1575q 
64 32 
--- (14p 2+3vq 2 ) w3 + (147p 2+38vq 2 ) w5 + 
225pq 525pq 
64 16 
+ --- (140p 2+31vq 2 ) Ws - ---- (15624p 2+6517vq 2 ) w7 -
315pq 11025pq 
32 2 
--- [9(84p 4+7q 4 ) - 59 p2q2 ] W2 -
3675pq 
- ~ l8o [3(2p 4 -q 4 ) - 2 p2q2 ] W2 Ws + 
2 
+ l8o [3(4p 4 +q 4 ) + 5 p2q2 ] W2 Ws + 













(25p 2~57q 2 ) w3 w5 + (184p 2-279q 2 ) W3 W6 + 
6615p 
(4933p 2-5472q 2 ) W3 W7 + 
256 2 
+ ---- [63(135p 4-134q 4) - 530 p2q2] Ws -
165375pq 
=2 
---- [1536(13680p 4 +4277q 4 ) + 2674555 p2q2 ] Ws Ws -
606375pq 
128 
---- [288(508p 4 +67q 4 ) + 25861 p2q2 ] Ws W7 + 
297675pq 
128 2 





[154482p 2+9141q 2 ] Ws W7 + 
256 2 
+ ---- [32{3692p 4 -1273q 4 ) + 36949 p2q2 ] W7 + 
363825pq 





{11 + 4À q 2 + 4a [11p 4 -q 4+2(9v-4) p2q 2 ]} + 
3 64 
- - .ee, p2q (3v-1) u2 - (413vp 2+16 q2) U3 + 
2 315p 
3 1024 
+ - l8o p [2p 2 +(v-1) q 2 ] Vz + [27p 2 - (29v-22) q 2 ] Vs + 
2 1575q 
3 16 
+ - l8o (3p 2+vq 2 ) Wz - (248p 2+343vq 2 ) w3 -
2 315pq 
16 16 
--- (1488p 2 +2401vq 2) ws - (15624p 2 +6517vq 2 ) w6 + 
1575pq 11025pq 
64 32 2 
+--- (2777p 2 +112vq 2) W7 +--- [108(3p 4 -q 4 )+119 p2q2] W2-
1575pq 525pq 
- 4 l8o p2q2 W2 W3 - - l8o p2 (21p 2 -5q 2) W2 Ws + 
2 
+ - l8o P2 (21p 2+16q 2) W2 WG + l8o [3(19p 4 +4q 4 ) + 23 p2q2] W2 W7+ 
2 
512q 2 128q 






(4933p 2 -5472q 2 ) W3 WG -
512q 
51975p 






+ ---- [36(635p 4-63q 4 ) + 4675 p2q2] Ws -
165375pq 
128 
---- [288(5Q8p 4+67q 4 ) + 25861 p2q2 ] Ws WG -
297675pq 
512 
---- [96(4615p4+1197q 4 ) + 97915 p2q2 ] Ws W7 + 
606375pq 
512p 2 
+ ---- (154432p 2+9141q 2 ) WG + 
363825q 
512 
+ ---- [32(3692p 4-1273q 4 ) + 36949 p2q2 ] WG W7 -
363825pq 
512 
---- [64(187353p 4 +5103q 4 ) + 743432 p2q2 ] 
4729725pq 
+ nyl {6vE pq 2 v2 - 2p 2 [v q2 (3E 2+y 2 ) + 3] w2 } 
32q 32q 32q 
- l8o q2 W2 + W3 + Ws - WG + 
3p 9p 45p 











3 2 V* 
Elementos de Forma 
256q 2 







V2 + --- W2 + l8o q2 (p 2+3q 2) w~ -
5p 
1536q 3 1024q 






(4p 2+9q 2) W2 Ws + --- (21p 2-4q 2) W2 W7 + 
315p 
2 2 
+ 36 l6o q4 W3 + 2 l6o q2 (p 2+9q 2) Ws - 4 l8o p2q2 Ws W1 + 





+ 4q 2 [2v (1-E-v) + dE-2-vE)~ 
a2 v* 64 
---- = [(v-1) p2-4q 2] U2 - 8 l8 0 q (vp 2+q 2) u3 + 
3Ws 3Wa 45p 
64 32 













(p 2~15q 2 ) W2 Wa + ~~- (p 2-5q 2 ) W2 Ws -
175p 
128q 
(25p 2+57q 2 ) W2 WG - ~~~- (3697p 2+2016q 2 ) W2 W7 + 
14175p 
+ 4 l8o q2 (p 2+9q 2 ) W3 Ws - 4 l8o p2q2 Wa W7 + 
+ 6 l8o q2 (p 2+3q 2 ) Ws WG - 12 l8o p2q2 w; -
- ,yl ~ + 3
3
2 
(3c'+y') q' + 4q' [2s (1-s-s) + s(s-2-os)~ 
+ 
256 256q 
~~- [(v-1) p2 -q2 ] U2 - V2 - 2 l8 0 v pq 2 V5 -
225p 225 
64 1024q 
~~- (14p 2 +3vq 2 ) W2 + (4p 2 +9q 2 ) W2 W3 -
225pq 1575p 
1024q 1024q 





(4933p 2 -5472q 2 ) W2 W7 + 4 l8o q2 (4p 2+9q 2 ) w3 W6 + 
205 
2 2 
+ 3 l8o q2 (p 2+3q 2 ) Ws - 2 l6o q2 (p 2 -12q 2 ) W7 + 




(3,',y') q', 4q' [2" (1-c-,), ,(,-2-,,)~ 
a2 V* 256 256 
~~~- • [23(v-1) p2+4q 2 ] u2 + q (19v-23) V2 + 
cl 2 V* 
16 
+ ,f_8 0 pq 2 (19v-10) Vs - -~~ (24Bp 2+343vq 2 ) w2 + 
315pq 







(21p 2 -4q 2 ) W2 W3 -
128q 
14175p 
(4933p 2 -5472q 2 ) W2 Ws -
32q 
• W2 - 8 l8o q2 W3 
(3697p 2 +2016q 2 ) W2 Ws + 
512q 
51975p 






Elementos da Forma 
128 
= l6 0 [1-4,\ q2 + 16a (p 2+q 2)2] - [{15v-1) p
2+14q 2] u2 -
225p 
- 8 l8o q (vp 2+q 2) u3 + 
128 
225q 








(p 2+vq 2) W2 + ~ l6o [3{p4 +q 4 ) + 2 p2q2] w~ + 
2 
1024 
(p 2-5q 2) W2 W3 - ---- [81(5p 4 +7q 4 ) + 110 p2q2] W2 Ws.+ 
18375pq 
+ ---- [63(135p 4 -134q 4 ) - 530 p2q2] W2 Ws + 
165375pq 
1024 
+ ---- [36(635p 4 -63q 4 ) + 4675 p2q2] W2 W7 + 
165375pq 
2 
+ 2 l6 0 q2 (p 2+9q 2) W3 + 6 l8o q2 (p 2+3q 2) W3 Ws + 
27 
+ -- l8 0 (p 4 +2q 4 ) w; - 6 l6o p2q2 W5 W7 + 
2 
+ l6o [9(4p 4+q 4 ) + 5 p2q2] w! + 9 l6o (7p 4 +4q 4 +4p 2q2) w~ -
- nyl t 32 .j. -- ( 3s2+y2) 
3 
q4 + 4q 2 [2v 
207 
a2 tl* 64 
---- = - --- [(81v+31) p2+76q 2 ] U2 + 
d\'15 aws 1575p 
64 





(147p 2+38vq 2 ) W2 + l8o (19p 2 +9vq 2 ) W1 -
2 1024q 
- - l8o [3(2p 4-q 4 ) - 2 p2q2 ] W2 - (25p 2+57q 2 ) W2 W3 + 
4 3675p 
512 
+ ---- [63(135p 4-134q 4 ) - 530 p2q2 ] W2 Ws -
165375pq 
2 
---- [1536(13680p 4 +4277q 4 ) + 2674555p 2 q2 ] W2 W5 -
606375pq 
128 
---- [288(508p 4 +67q 4 ) + 25861p 2q2 ] W2 W7 + 
297675pq 
+6 l8o q2 (p 2+3q 2 ) W3 Ws + 2 !80 [9(4p 4 +q 4 ) + 5p 2q2 ] Ws W5 -








[62p 2 - (3v-17) q2 ] V2 -
---- (1488p 2+2401vq 2 ) W2 + 2 l8o (7p 2+9vq 2 ) w3 + 
1575pq 
1 
+ l8o (19p 2+9vq 2 ) WG - -te, 
4 
2 




(3697p 2+2016q 2 ) W2 W3 + 
+ ~--- [36(635p 4 -63q 4 ) + 4675p 2 q2 ] W2 Ws -
165375pq 
128 
---- [288(508p 4 +67q 4 ) + 25861p 2q2 ] W2 WG -
297675pq 
512 
---- [96(4615p 4+1197q 4 ) + 97915p 2 q2 ] W2 W7 -
606375pq 
- 2 !8 0 p2 q2 w! - 24 l8o p2q2 w3 w7 - 3 l8 0 p2 q2 w; + 
2 
+ 18 l8o (7p 4+4q 4+4p 2q2 ) Ws W7 - l8o p2q2 WG 
209 
32q 
= -- W2 - 4 l8o q2 Ws 
a1c aws 9p 
2 
aw6 
Elementos da Forma 
ax i aw 6 






[2(57v-1) p2+31q 2 ] U2 - 8 18 0 q (4vp 2+q 2 ) U3 + 
64 
[112p 2 + (33v-2) q2 ] v2 + --- (140p 2+31vq 2 ) w 2 + 
315pq 
1024q 
+ - l8o [3(4p 4+q 4 ) + 5p 2 q2 ] w; + (184p 2-279q 2 ) w2 w 3 -
2 6615p 
2 
---- [512(41040p4 +12831q 4 +2674555p 2q2 ] W2 Ws + 
606375pq 
256 





[154432p 2 +9141q 2 ] w 2 w 7 + 2 18 0 q2 (4p 2+9q 2 ) w; + 
2 
+ l8o [9(4p 4+q 4 ) + 5p 2q2 ] Ws - 2 l8o p2 q2 Ws W7 + 
210 
+ 27 f_8 
2 2 · 
(8p 4+q 4 ) WG + 2 f_8o [12(19p 4+q 4 ) + 23p 2q2 ] W7 + 
o 
• aYL ~ • 3: (3c',y'J q" • 4q' [2s (1-c-s) • c(c-2-oc)~ 
a• V* 256 
-~~- = [(681v-185) p2 + 76q 2 ] U2 -
aw 7 aw 6 11025p 
256 
~~~ [496p 2 + (261v-185) q2 ] v 2 + 
11025q 
16 
+ l8o p [24p 2 + (3v+1) q2 ] v 5 - ~~~- (15624p 2+6517vq 2 ) w2 + 
11025pq 
2 







(4933p 2 -5472q 2 ) W2 W3 -





(154432p 2+9141q 2 ) W2 WG + 




+ 4 l8o [12 (19p 4 +q 4 ) + 23p 2q2 ] Ws W7 
32q 
~~ W2 - 4 l8o q2 Ws 
Elementos da Forma 






[375v-17) p2 + 70q 2 ] U2 - 8 l8o q (19vp 2+4q 2 ) u 3 + 
[311p 2 + (174v-34) q2 ] V2 + 
64 1 





(15197p 2+12768q 2 ) W2 W3 -
~~~~ [96(4615p4 +1197q 4 ) + 97915p 2q2 ] W2 Ws + 
606375pq 
2 1 2 
512 
+ ---~ [32(3692p 4-1273q 4 ) + 36949p 2q2] W2 Ws -
363825pq 
1024 
~~~~ [64(187353p 4+5103q 4 ) + 743432p 2q2] W2 W7 ~ 
4729725pq 
2 
+ ~ lBo q2 (193p 2~192q 2 ) Wa - 24 lBo p2q2 W3 Ws -
4 
- 4 lBo q2 (p 2-12q 2 ) w3 Ws + 9 lBo (7p 4~4q 4+4p 2q2 ) w; + 
27 
+ 2 lBo [12(19p 4+q 4 ) + 23p 2 q2 )] w~ + ~- lBo (241p 4 +16q 4 ) w~ + 
2 
+ nyl ts + - 5-~-2- (3s 2+y 2 ) q4 + 16q 2 [ ds-4v-vs) + :· ~ 
128q 
: --- W2 - 16 lBo q2 W7 
d~ clW7 45p 
